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MÉCAMQIE SPÉCIALE 


»ao- 


La mécaniquo !^)écialp se propose , comme nous 
l’avons déjà dit, d’appliquer les théories générales 
à un certain nombre de types abstraits auxquels peu- 
vent être assimilés, avec une suffisante exactitude, les 
cas réels offerts par la nature. Quant au passage même 
de l’abstrait au concret , qui constitue la principale 
diffrculté de la question , il est du ressort de celle 
deuxième branche de la mécanique qu’on nomme 
Mécanique appliquée. C’est pourquoi nous n’aurons pas 
à nous en occuper ici, nous bornant pour le moment à 
étudier les types d’assimilation à un point de vue ex- 
clusivement théorique, et à indiquer, sans autres dé- 
tails, les faits naturels auxquels ils correspondent. 


II. 
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LIVRE CINQUIÈME. 


MÉCANIQUE 

DES 

SOLIDES GÉOMÉTRIQUES. 



.MOUVEMENT D UN SOUDE GÉOMIÎTRIQUE UBUE. 


Étant données des forces tfueiconques, qui sollirileni un solide géomé- 
trique libre dans l'espace, déterminer le mauvemrni de ce solide ; 
ou réciproquement : 

Étant connu le niourement d'un solide , Irourer les forces qui pour- 
raient le produire. 


19.T. — Nous remarquerons tout d'ubord que les solides 
géométriques n'étant qu'un ras particulier des systèmes 
généraux, où les liaisons se réduisent à des liges rigides et 
invariables entre tous les points deux à deux, on peut leur 

1 . 
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l.l\RK V. — SOUDKS (lÉOMÉTRIQtiES. 


uppli(|ut‘i’, sans étude iiuuvelle, les cuiiséqiieiicos relatives 
aux auli'es svsléiiies, <|ue les livies précédents ont eu poiw 
objet de d<-veloppcr. Mais il est évident (pie, outre ces pi'o- 
priétés generales, les stdides géométriques, à l'aisuii de leur 
mode particulier de liaisons, duivent jouir d'un certain 
nombre de propriétés spéciales qui ne sauraicnl être com- 
munes à tous les systèmes. Ces propriétés spéciales doi- 
vent imprimer aux équations générales du mouvement un 
caractère propre, en rapport avec les déductions (juVlles 
ont à lournir; ou pLulcit la circonstance des liaisons paiii- 
culières supposées, convenublemeut exprimée dans les nda- 
lions générales, doit |)ermcttre de leur donner une l'orme 
distinctive. J.a pré-sente théorie a précisément pour objet 
de rtrehereber c<;s traiisl’ormalions, et de mettre en évidence 
toutes l(‘s conséquences ipii concernent si>id-ialement les so- 
lides géométriques. 

19Û. — Occupons-nous donc de trouver les l'-quations du 
mouvement de pareils systèmes. 

Nous savons d’une manière générale que le mouvement 
d’un système qnelcompie de « points matéi iels est déterminé 
par ;’// équations comprenant 1° les p ('-qualions de liaisons; 
2" 3 « — P relations entre les forces extérieures et les coor- 
donntk-s, dans lesiiuelles les forces de liaisons ne figurent 
pas, et qui sont, à proprement parler, les éqiiations du 
mouvement. Dans h? cas des solides géonndriques, U- nom- 
bre d'équations de liaisons est de Ôn — G. Kn effet, si l’on 
com.'oit trois points matériels invariablement liés entre eux, 
ce qui s'ex])i imera au moyen de trois ('-qualions correspon- 
dant à leurs trois distances mutuelles, chacun des u — :> 
autr(-s points dn système donm-ra lieu à trois ('-qualions 
nouvelles, exprimant que sa distance à chacun d(-s trois 
premiers est invariable. On aura ainsi, d’une part, trois 
(■quations pour les trois premiers points, et d’autre part, 
3(»( — 3) (-qualions pour les »/ — .3 autres points, ce qui fera 
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MOUVEMENT U’UN SOLIOE LIBRE. 
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<!ii ItHil â/i — (j ('(iiiulioiis du liiiisuns. D'iipi'è^ cela, le iiuiii- 
brede relations entre les forces eMerieiires cl les coordon- 
nées, qui ne conliennent pas les forces de liaisons, sera 
nécessairement de (>. On les obtiendra en éliminant tontes 
les forces intérieures, qui représentent .Vt — 6 inconnues 
distinctes, entre les 3/i équations fondainentales de la forme 
(A); (poiV le n“ 129). Il est d’ailleurs évident ipie, de quel- 
que niaiMére qu’on fasse cette élimination, on devra aboutir 
aux mêmes G équations finales. De là un peut conclure im- 
iiH'diatenient les six relations cherchées. En effet , nous 
avons vu dans la .Mécanique générale (chap. II, livre III) 
que, pour un svsténiu quelcoinpie, libre dans l'espace, il y 
a toujours G é(|uations ne contenant pas les forces inlé.- 
rieures, et (jiii sont les suivantes : 


Les sommes indiquées dans les premiers membres se 
rapportent à tous les points où sont directement ap])liqinH>s 
les forces extérieures, et les sommes indiqui'os dans les 
seconds membres se rapportent à tous les points du système. 
Ces équations expriment, comme un sait : les trois pre- 
mières, que lu somme des composautes des forces exté- 
rieures, suivant chacun des trois axes, est égale à la somme 
des composantes des forces conservées ; et les trois der- 
nières, que lu somme des moments des projections des forces 
extérieures, sur chacun des tiois plans courdouués, est 



(/■•) 



L 
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(^galc à la somme des moments des projections des forces 
consen't^es; en appelnnl force* conserrèe* les forces qui, 
directement appliquées à chaque point supposé libre, lui 
feraient prendre le mouvement qu’il reçoit elfectivemenl 
dans le système, en vertu des forces extérieures et des liai- 
sons. Os équations sont aussi éuonc(‘es d’une autre manière 
(n“ 12!) et 1S6) : les trois premières signifient que la varia- 
tion de la quantité totale de mouvement, suivant chacun des 
axes, est égale à l’impulsion totale des forces estimées sui- 
vant le même axe; les trois dernières, que la somme des 
moments des forces, projetées sur chacun des trois plans, 
est égale à la projection totale des aires décrites respecti- 
vement multipliées par les masses des points matériels. 

195. — Les six équations précédentes peuvent être trou- 
vées directement par une autre méthode. Nous nous servi- 
rons de l’equation des moments virtuels (n” 155), dans 
laquelle il faudra exprimer que les déplacements Jj, 

Sz, Sx’, ne sont pas absolument quelconques , mais 

assujettis ù la condition de satisfaire à l’invariabilité de dis- 
tance des points muti'i'iels; ce qui conduit à réliminatioii 
d’antant de ces (|iiantités qu’il y a de liaisons. Au lieu de 
faire celte élimination par le procédé g(Miér 4 l, nous expri- 
merons géométriquement que le système , dans son mou- 
vement, garde sa forme invariable. Par là, le but de l’éli- 
mination sera atteint, et les mêmes six équations finales 
devront être obtenues. 

cet effet, concevons qu’un système de trois axes rec- 
tangulaires soit invariablement lié au solide, de telle sorte 
qu’il participe à tous les mouvements possibles de ce 
dernier. 

Si l’on considère nue position virtuelle du solide, elle 
correspondra à une position virtuelle des axes, telle que les 
coordonnées du solide par rapport à ces axes, dans celte 
situation viituelle. soient exactement les mêmes que dans la 
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sitiiHtioii primitive : c'est une eoiib(‘(|iiciice iiëeessuire de 
l’invarinlnlitë des distances inuluelles des points iiiutéricls. 
Ainsi l'on voit que tonte position virtuelle du solide déter- 
mine une position virtuelle des axes ; et que, réciproque- 
ment, toute |K)sitiuii virtuelle des axes détermine une posi- 
tion virtuelle du solide. On aura doue atteint le Iml de 
l'étimination dont nous parlions plus liant, si, dans ri'-qua- 
tiou générale des momeuts viiiuels, on exprime que ix, dy, 

Jr, ix', n'ont que les valeurs <|ni seraient déterminées 

•par une position virtuelle ipudconque de trois axes rectan- 
gulaires invariablement li«H>au solide géométrique. Kii d'au- 
tres termes, il faut trouver Sx, oy, oz, ox', en l'onction 

des (pianliti'S qui assigneut lu position virtuelle des trois 
axes, et substituer ces valeurs dans ri’>quatiun des moments 
virtuels. 

r,ela posé, soit OX,OY, ÜZ les trois axes invariable- 


sont précisément les trois quantités ox, Sy,Sz, dont il s'agit 
de trouver la valeur, tm aura ensuite à raire de même pour 
chat*nn des antres points matériels. 

Soit H'ü' les coordonnées de m' par rapport 



Kig. AS. 


ment liés au solide, et m 
un point matériel quel- 
conque de ce solide. La 
position virtuelle O'X', 
Ü'Y', Ü'Z' des axes cor- 
respondra à une position 
virtuelle m' du point m ; 
et les coordonnées m'Q, 
QL, LG du point m, par 
rapport à l'aucienue posi- 
tion des axes, ne sont pus 
les mêmes que les coor- 
données mP, l’H, Il ü du 
point m. Les différences 
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aux axL-s 0 X', O'Y', O’Z’ : ces courdoniiées sont évideniniont 
égales à Ml P, PU, HO. Soit iî£, or,, oÇ les coordonnées-^ 
iiiliniilieiit petites de la position vii tiielle O' de l'origine, f 
Menoiis par le point U' trois axes O’jt, O'y, i)'z, parallèles à 
OX, OY, OZ, et soit a, a, a" les cosinus des angles l'or- 
niés par l’axe ü X' avec les trois axes ü -r, O'y, 0 .z, ou avco 
les trois axes priniitirs; soit de nièine A, A', A" et c, c,c" 
les quantités analogues pour les axes O'Y' et Ü'Z'. . 

U’après les relations connues entre deux systèmes de coor- 
données reetangulaires, les lignes LO, QL, Mt'Q, qui repré-, 
sentent x+oj', y-\-^y, *-l-^*, auront respecliveineiit les 
valeurs suivantes : _ 4 *.^ -, 4 *»+ 

.r -H ijar = Jï ax - 4 - l.y + cz , 

V + 'îy = -f- (l'a: -H b'y + c'z , 

Z -t“ 4" U X — f- b y -f— c Z , 

Examinons la piemière de ces trois l'ormules : 

1“ On a : 

« = cos a’OX'— t — d' en représentant par e l’an- 

gle infiniment petit a-OX. 

Donc a=l, en négligeant tous les inlinimeni petits supé- 
rieurs au premier ordre. 

2 “ A désigne le cosinus de j: 0'Y' : mais cet angle et sa 
projection a-U Y" sur le plan arO'y sont i‘gaux : car, si e est 
l'angle iidiniment petit des deux plans.rO' Y', .rQ'Y ', on sait 

(pic tO'Y"— . rO' Y'. coSc=a-Ü'Y'. 1 — Y', 

en négligeant de meme tous les inlininiciU petits d’un ordre 
supérieui' au premier. Donc 

A=cüs.rO’ Y'=cosa:0’ Y’'=cos(90”4-yO'Y")=sin( — yÜ'Y") 

— angle yO’Y ', puisque l'angle yU Y" est iuliiiinieiit 
petit. Or, cet angle est celui qui s'établirait eiitie l'ancien 
axe 0^ et lu ligne 0 Y", ou entre cet ancien axe 0 Y et le 
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nouvel axeO'Y’, si i'oii rnisait lotirner tout le système au- 
lour de l’axe O'z d’un angle infiniment jietit ;/()' Y", que je 
l’epriiseiiteiai par : doue imlin A = — 

;>• On voit de la même manière que l'angle dont c 

désigne le cosinus, est égal à sa projeetion jrO’Z" sur le 
plan arü'?. Donc 

c = cos .rO'7.'= ros .rO'Z" = cos (90" — r O'Z ") =sin zO'Z" = 
= angle 2 O'Z". 

Or, l'angle 20'Z"est celui qui s’établirait entre l'ancien 
axe O Z et la ligne O' Z" ou le nouvel axe O' Z', si l'on faisait 
touiller tout le système autour de l’axe O'j/ d'uii angle iiili- 
iiimenl petit 2 O Z ', que je l•eprésellU!rai par oc : donc enfin 

f = 00. 

Kn ronsé(juenco, la première rormule prend la l’orme : 

rj.r ^ g ; — y 3 y -f- 2 0c, 

en remarquant que 2 ^ dispaiMil, comme ('lanl commun aux 
deux membres. 

Il ne serait pas diflieile de monlrer que, si Ja désigne 
l’angle qui s’établirait entre l’ancien axe des 2 et le nouveau, 
en vertu d’une rotation infiniment petite autour del’axe des x, 
on aurait «'=iîy, e'= — «"= — ^c, b"—o^r., e"=l; 

et que, par suite, les deux autres l’ormules deviennent : 

rjy = or, + x5'/ — zoy., 

0 2 — oÇ — xoc -f- y oa . 

Si l'on remplace ox, oij, êz par ces valeurs dans l’équa- 
tion des moments virtuels, ou voit ipie les ternies de cette 
équation dus au point m et à la force X, Y, Z qui le .solli- 
cite, seront : 

04 — yoy -f- 25c) -f- Y (or, -f -roy — zèx) -h 
-h /. — x5c I- yo9î) 
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poiii- le pi-eiiiier membre ; et 


m {ol — yoy + zoc) 

-i- (lî? — xàc + y 0*) J 


pour le second. 

(’luicuii des iiiilres points du système donnera lieu à des 
lei-mes uiiulogues, (|ui ne diiïèreronl des pn^cédenls (jue par 
les valcure de jr, y, z, mais dans les(|uels5H, 5r,, dÇ, 5«, 5c 
et 5c seront idenliqiiemenl les mêmes. 

Par conséquent, l’équation des moments virtuels devien- 
dra, en mettant hors du signe 1 twit ce qui ne varie pas en 
passant d’un point du système à l’autre, et réunissant tout 
dans un seul membre : 



Kl dans celle équation, remarquous-lc bien, on a parfai- 
tement exprimé (pie les déplacements virtuels étaient com- 
patibles avec l’iiivariabiliK- sup|K)sce du système. 

Les quantités O', 5r,, 5:1, 5*, 5Ô, 5y étant entièrement 
ind(‘pendanl(*s les unes des autres, Iciire coeüicienis doivent 
êlri* unis séparéini'iii, ce (pii roiirnit pour le mouvement du 
solide les six ('Mpialions (y) et (A), qii’oii a déjà trouvées, et 
qui ont ('lé écrites au u” 19^i. 

Kn combinaiii ces relations avec les 3it — G équations de 
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liaisons, correspondant aux ti points materiels, on aura tons 
les éléments nécessaires pour déterminer le monvcinent de 
chacun des points du solide. * 

Mais il est visible que ce procédé serait impraticable 
dans la plupart des cas, parce que les solides réels, aux- 
quels les solides gé-ométriqiies doivent servir de type d’assi- 
milation, comprennent un nombre beaucoup trop grand de 
points matériels. Un est donc conduit à donner une autre 
forme aux équations (//) et (k') ; et c’est ce dont nous nous 
occuperons bientôt (n°* 203 et suivants). Mais auparavant 
nous ferons plusieurs remarques importantes sur ce qui 
précède. 

196. — .Supposons que le système en mouvement vienne 
occuper effectivement la position virtuelle que nous consi- 
dérions tout à l’heure, ce qui est le déplacement élémentaire 
le plus général que imisse prendre un solide géométrique. 
Il résulte de notre analyse ipie ce mouvement infiniment 
petit peut être envisagi- comme dû ; 

1° A une translation de tout le système, en vertu de la- 
quelle chaque point décrirait une droite égale et parallèle à 
l’élément rectiligne ÜO'; 

2° A trois rotations autour de trois axes rectangulaires 
passant par le point O’ : chacnne de ces rotations ayant lieu 
comme si l’axe correspondant était absolument fixe. 

Il est aisé de voir que l’ensemble de ces trois rotations 
équivaut à une seule, qui s’eftectuerail autour d’une certaine 
droite passant par le même point et immobile pendant une 
durée infiniment petite. lin effet, le déplacement élémentaire 
du point m, provenant des trois rotations, a pour projections 
sur les trois axes les ipiantités ci-dessns 5i/, 5s, ix‘s- 
pcctivement diminuées de 5H, or,, oî^, qui réprésenteiit le 
déplacement de l’origine mobile O'. Pour rester fidèle à nos 
notations habituelles, nous remplacerons partout la carac- 
téristique 5 par la caractéristique d, niaiiiteiiaiit qu’il s’agit 
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1 déplacenieiit 

n'-el, au 

lieu d’iiii d( 

iplaceintml • 

pi'ojcclioiis en 

question 

auront donc 

pour valeur 

zdë 

— yrfy . 

sur l’axe 

OX; 

.rily 

— zdx , 

sur l’axe 

OY; 

ydy 

— xdZ, 

sur l’ase. 

OZ. 

cprésenlons, pour abréger, par rf.V 1 

a (piantilé 



- rfg‘ -f- df ; 



Cl iiiciioiis p:ir le puiiit Ü' une droile hiisunl nvec les u\es 
O'j-, O'y, O r, des angles donl les cusinus 'Suienl respeeli- 
veineni : 


<n rfy 
rfA ’ dk' rfV’ 


je dis (pie ce sera là l'u\e iiniipie de rotation. Il suflil de 
montrer ; 

1° Que le dc'plaeement en rpiestion est dans nn plan per- 
pendiculaire à celle droile, ou que le cosinus de l’angle des 
deux directions est nul. ('.'est ce qui rcjsulte du produit 
eircctiK' : 

dy. [zde — ydy) -J- rfc (rrfy — zdy) //y [ydy. — ædz), 

lequel représente le nnniéralenr de ce cosinus, et est iden- 
liquenient égal à zéro. 

2° Que ce même déplacement est aussi perpendiculaire à 
la droite menée du point O' au point rn. C’est ce qui résulte 
du pi'oduit efTecUié : 

.r {zdZ — ÿ(/y) -1- y (.rrfy — zdy) |- r {ydy — rdz ) , 

lecpiel représente le nuinéraleur du cosinus correspoudanl, 
cl est pareilleinenl nul. 

On peut, du reste, V(-rilicr « poxieriori (pic l’axe de ro- 
lalion, mené (oinnie nous l’avons fait, est cireclivenicnt 
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iinmubilo pondant los trois rulalions parliollos anlüiir do 
O'.r, U'ÿ, O s. C.ar, si l’oii prend sur oolto droite un point 
(jiieU otnpto, ayant pour (•oordonnées .r,, y,, z,, ros qtiaii- 
fités sctotil telles (|iie ; 


■h—IL—ZJL. 
dy. </c (/•/ • 

d’où il sitit : 

z^l^t — i/,dyi^-n, -T, (/•/ — ;,(/a = o, — .r,r/c = i). 

Or, ce sont là procisi-inent les valeurs des projei-tions du 
d('-plaeeinetit de et* point, i*n vertu des trois rotations, .\insi 
ee point demeure iininoliili*. 

Il est donc aetpiis que les trois rotations antunr des trois 
axes teetatignlaires équivalctit à ittic seitle aiitonr d'itti cer- 
tain axe instantatié. Qiiaiil à la position géométrique de ce 
dernier, elle est facile à détermitier, d’après les valeurs ci- 
ilessiis des cosinus de ses angles avec O'j*, O'i/, O’r. On 
Voit que, si l’on pretid sur cliacitn d(*s trois axes des lon- 
gueurs proportionnelles aux trois angles élémentaires dé- 
crits t/x, dô, rfy, et si l’oti construit le parallélipipède de ces 
longueurs, la diagonale sera précisément l’axe instantané 
lui-même-. 

Il est aisé de trouver la valeur de l’angle décrit autour de 
<ei axe, en vertu de la rotatioit unique. En effet, cet angle 
est égal ait déplacement d’un point quelconque, divisé par la 
longueur de son rayon de rotation c’est-à-dire par la lon- 
gueur de la perpendiculaire abaissée de ce point sur l’axe 
instantain’-. Ur, le déplacement dû aux trois rotations par- 
tielles, ({iii é‘(|uiv:dent à la rotation unique, a pour valeur: 

\/ \zdc — ydy)’ -f- (.rdy — zdyÿ {ijdx — ;rdc)* , 
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expression qui peut sc mettre sous la forme : 

+ '/ + 2’) -+ rfc* + <<•/’) — {-rdx + ÿdc 4- :dyy. 

Sans clierelier la longuem dn rayon susdit, remarquons que 
l’angle df'eril est le même poni’ tons les points du système, 
et eonséquemmeni aussi pour un point dont le plan de rota- 
tion passe par l’oi igine O'. Mais la quantité xdx -}- ydc_-h 
zdy, qui représente dans tous les eas le nuiiKiratenr du eosi- 
nus de l’angle formé par l’axe de rotation avec la ligne 
menée de l'oi igine ü' au point considéré, est é-videmment 
nulle, puisque l’angle est alors de 90°. D’un,autre côté, la 
longueur du rayon de rotation est en même temps é-gale à 
Oonc la quantité ci-dessns, divisée par le 
rayon, se réduit à 

-H de' -4- dy" , 

ou à ce que nous avions précédemment désigne par d\. 

Il ressort de là une conséquence importante : c'est que là 
diagonale du parallélipipède construit tout à l’heure pour 
représenter la position de l’axe instantané, représente aussi 
la grandeur de l’angle l•lémcntairc décrit autour de 
cet axe : car, les côtés de ce parallélipipède étant propor- 
tionnels à du, de, dy, la diagonale est proportionnelle à 
V' rfa’ -l-rfc’ </•/■' ou à f/A. 

On peut exprimer ce résultat d’une autre manière. Ue- 
marquons, en eiïet, (|ue, si l’on d(‘signe pas u, et il les 
vitesses angulaires autour de ü'x, O y, O'z et autour do l’axe 
instantané, à l'instant considéré, on aura par définition 
(n» ifi-2) : 

du = oj dt , dë = <j(dt , dy — ’^di , d ^ = Lidt , 

ce qui nous montre : 

que les cosinus des angles formés par l’axe instantané, re- 
présentés précédemment par ; 


Digilized by Google 



WOVVKMENT h’i'N SOLIDE I.IRRË. 


15 


(Ix (Iz rfy 

Jk' fTÂ ’ rfÂ ’ 

sont aussi bien repi ésenlês par : 

O) V) l}/ 

17 ’ ii' ’ ~ii ’ 

et que, par suite, la diagonale du paiallélipipède ci-dessus 
est aussi bien la diagonale d’un parallélipipède dont l(>s cô- 
tés représenteraient, non plus les angles éléinenlaires dé‘- 
crits, mais les vitesses angulaires à cet instant. Enfui, la 
vitesse angulaire totale il est égale à 1 ^ 0 »*-!-'^’ et est 
par conséquent représentée en grandeur par cette même dia- 
gonale. 

En résumé, nous pouvons conclure de ce paragraphe : 

1* Que tout mouvement élémentaire d’un solide peut être 
considéré comme dû à une translation générale, égale au 
déplacement elTeclif d’un quelconque de ses points, et à 
une rotation autour d’un axe instantané, passant par ce 
même point; 

2° Que trois rotations élémentaires autour de trois droites 
rectangulaires équivalent à une seule autour d’une qua- 
trième droite convenablement choisie; 

.V Que la diagonale du paralhdipipèdc cotistrnit sur des 
longueurs proportionnelles aux angles élémentaires di'crits 
OH aux vitesses angulaires à cet instant, représente en di- 
rection l’axe instantané et en grandeur l’angle élémentaire 
décrit ou la vitesse angulaire autour de cet axe unique. 

La première de ces conséquences avait déjà été reconnue, 
par la géométrie et par le calcul, aux n" ICà et 170. La se- 
conde et la troisième, qui constituent ce qu’on nomme te» 
toi» de ta compoiition et de ta dècompoeion de» rotation», 
sont susceptibles d’t'tre démontrées directement par la gétr- 
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ini'-iiic*, ainsi r|iii‘ lions lo fiM'uns voir Uuns le paragraphe 
snivanl. 


Thê«ric |;roinélrii|iU‘ de In eempofilllon des 
rolnllons (*). 

THÉOIIKME. m l'.vn VI.LKLOOII ARME IiES IIOTATIOSS. 

l‘J7. — Lorsqu'un solide est animé de deux rolalions au- 
lonr il(‘ deux axes cpiise coupent sous un angle ipielconqiie, 
res deux rolalions eqnivaleiil à une seule; cl, si l’on prend 
sur les deux axes des longueurs proportionnelles aux vites- 
ses angulaires, et (pi'on ronsti'uisc le parallélograniine, la 
diagonale représentera en direction l’axe nniipie et en gran- 
deur la vitesse angulaire ('■quivalente aux deux autres. 

N. II. Pour éviter toute ambiguïté sui' les rolalions que 
nous ne ligiirons géoimdriquemenl que par leurs axes , il 
est nécessaire de convenir du xcnn dans leipiel ces rotations 
s’elTeclucnt. Il sera entendu di'-sorinais que la rotation est 
toujours supposir avoir lieu de gauche :i droite pour un 
übservaleui’ étendu le long de l’axe, sur la partie où esi 
comptée la longueur représentative de la vitesse angulaire, 
et les pieds ;ï l’origine de celle longueur. D(! telle sorte que, 
pour figurer une rolalion s’effectuant de droite à gauche, il 
faut compter celte longueur en sens contraire. On donnera 
le signe -1- aux rotations (pii auront lieu de gauche ;’i droite, 
et le signe — à celles qui auront lien de droite ;ï gauche. 

.Soit acliielleinenl un solide animé de deux niouvements 
de rotation autour des deux axes \ B, ('.II, qui se coupent 
an point U sous une angle quelconque : soit o> et les 
deux vitesses angulaires. Portons, :i partir du point O, et 


(') I.C.S cinq i>ro|iosilimi» i|ui vont suivie sont eniiiruiitée.» à M. Poinsftl 
[Théorie noutellr île la rolalion ries rnr}).«..<o/i</rjt;. 
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dans le sens coirespundanl à la rolalion, des lungueni's 
UG, UK pi'upui'liunuelles u oi> cl à li. .le dis (|uc lu diugu- 

nulc OU représcnlcra Taxe 
uniqiiü cil dirccUon et la vi- 
U*sse uiigiduirc en grandeur, 
ainsi <pu; le simis dans lequel 
elle s’exerce, c’est-à-dire que 
pour un observateur placé les 
pieds en O et la tète vers R lu 
rotation aura lieu de gauche 
à droite. 

II est d’abord manifeste 
qu’en vertu de la double rota- 
tion autour de A U cl de C F), 
Ng. nv. la ligne OU est immobile, et 

que, par suite, tout se l édiiil à une roiatiou autour de cet 
axe. En effet, le point ü est immobile, comme apparteuaiit à 
lu fois aux deux axes AU, (il). Le point H, en vertu de lu 
seule rotation OCi, tend à s’abaisser au dessous du plan 
d’une quantité représentée par R : et, en vertu de la 
seule rotation () K, il tend à s’éb^vei’ d’une quantité repré- 
sentée par R(J.orf/. Or, ces deux quantités sont égales en 
valeur absolue, car les deux triangles semblables (» R P, 
KRQ donnent : 

RG ou OK:HK ou OG : : IIP : IIQ ; 
d’où résulte : 

OG X RP = OK X lU^ , ce qui revient à RP.w = R().^. 

Donc le poiut R demeure immobile pendant la double ro- 
latioii. ‘ 

Pour estinu'r la litesse angulaire de la rolalion unique 
autour de OR, il sidiil d’cïsiimer celle d’un point quelcon- 
que, par exemple du point K. Or, celle vitesse est égale a 
N. ï 
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l’espace panoiini, divisé par KL.rf/; mais l’espace par- 
couru est représt'iué par KI.W/, puis la roiation O K est 
sans influence sur ce point qui appaiTient à l’axe C D. La 
vitesse eu quesiion que j’appellerai i2, est donc exprimée pur 

Mais les deux liiaiu'les OG R, OKR élaiit égaux, les 


produits de leur base par leur Iiauteur sont égaux aussi. 
Üonc 


OR . KL = OG . RI* = OG . Kl , d’oii 


Kl OR 
K l.'“ O G ’ 


d'uti en lin 


11= 9J^ 

oj O G ’ 

ce qui nous montre que O R est proportionnel à 11, comme 
O G l’est à w. 


Conséquences. 

Si l'on avait à combiner un nombre quelconque de rola- 
lions 'j), <^, autour d'axes passant par un inénic point, 
on verrait sans peine que la roiation unique équivalente se 
détermine en grandeur et en direelioii en construisant un 
polygone dont les divers côtés successifs représentent les 
diverses rotations w, Le dernier côté qui ferme ce 

polygone représente en grandeur et en direction la rota- 
tion nniqiK' il. 

Ce sont là des relations entièrement semblables à cel'es 
qu’on a ('•lablies pour les vitesses de transl.-ition. (’.’esl un 
nouvel exemple de ce fait remai’(|iiable que toute une série 
d'idées applicable à certains objets peut convenir identiipie- 
menl à d'autres; en sorte qu’une théorie édifiée au point de vue 
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des vitesses de translation subsiste iiitcgrnlemeiU si ce (crme 
de trutulalion , au lieu de désigner pour l’espril le genre de 
niouveinciit qu’on a supposé, représente ce que nous som- 
mes couveuus de nommer rutntion : rapproehemeni philo- 
sopiii(|iie intéressant, mis en relief par M. Poinsot dans sou 
traité de la Ilutation dex curpx. 

Les dénominations de ri/cxxex cumpuxanlcx et ilMvitetxe 
résultante sont afléclées aux vitesses de rotation coinine 
elles le sont déjà aux vitesses de translation. 

Les formules les plus usuelles sont relies <|iii se rapportent 
à la construction du paraliélipipéde rectaiigidaire. Un re- 
connait aisément que, si sont les trois vitesses angu- 

laires coinposautes et ii la vitesse résultante, les angles de 
celle-ci avec les trois r/ités sont respectivement représentés 


et que la valeur de i2 est égale à tj*’. 

Ce .sont les résultats préci'-demment trouvés par le calcul. 

Remarque. — Pour que l’axe unique garde une direction 
constante pendant tout le cours du mouvement, il faut : 
1” que les axes composants aient des directions constantes ; 
2“ que les rapports de toutes les vitesses angulaires demeu- 
rent également constants, c’est-à-dire que toutes ces vites- 
ses varient de la même manière avec le temps. .Sauf ce cas 
spécial, l’axe uni(|ue varie de position à chaque instant, et 
la vitesse angulaire n'-sultanle vaiie aussi de grandeur. 
C’est pourquoi l’axe iiiiiquc est nominc axe instantané, 
comme on l’avait déjà remanpié. En d’autres termes, l’axe 
et la vitesse r<'sullantc sont bien toujours détermim^ par 
la même consliaiclion polygonale, mais la grandeur et la 
direction des cêdt'S cliang<'iil d’un instant à l’autre. 

]!>!>. — (’oiiiposllion des rolalinis niiluur «l'axes pn- 
i. 
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r«llél«9>. — Un (léinoilirn géométriqiicnieal des proposi* 
tiuiib iiiialogiies, rclativonieul aux rotations qui s’eOecUient 
autour d'axes parallèles. 

Soit un solide aiiiiné de deux rotations siniultauées auloiir 
d'axes |)erpendieidaii‘es an plan de la ligure, l'un projeté en 
^ U, l'autre en O'; je dis que 

OR 6' ffs rotations équi- 

^0 vaudront à une seule égale 

à leur soiuuie, autour d'un troisième axe parallèle aux pré- 
cédents, projeté sur la ligne OU' et coupant cette ligne en 
deux parties inversement proportionnelles aux vitesses an- 
gulaires composantes. 

Supposons que les rotations composantes m, ^ aient lien 
toutes deux de gauche à droite. Choisissons sur la ligne 
OU' un point 11, tel que 

KO : lU) :: 'y : 

Ce point H sera immobile : car, en vertu du la rotation (<> au- 
tour de l’axe O, il tend à s’abaisser au-dessous de OU' d’une 
quantité l■eprésentéc par HO.wrf/; d’un autre côté, en vertu 
de la rotation autour de ()', il tend à s’élever de la quan- 
tité 110 '.eprf/. Mais, d’après la proportion ei-dessns, ces 
deux quantités sont égales en valeur absolue. Donc le point 
R ne bouge pas. D’ailleurs, les deux rotations partielles 
, ayant pour effet de mouvoir tous les [ oints du solide dans 
des plans parallèles à celui de la ligure, il s’ensuit (pie la 
ligne perpendienlaire à cette ligure, par le [loinl R, reste 
exactement immobile. Quant à la vitesse aulour de cet axe, 
elle est égale à w q-cj. Car, si l’on considère, par exemple, 
le point O, il ne se ressent pas de la xiiesse m et décril, eu 
vertu de la rotation un arc dont le rayon est égal à OU'. 
Or l’on peut (*crire 

110 ('.) -H o) = OO' . 'i. 
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p»risq»p cotip se l'tMliiii ;i ’’ 

KO . fo — R O . Q , 

ce qui n’cst anlrc chose que la proporllon supposée dans la 
üélermiiiatiou du point R. 

Si les deux rotations sont de sens contraires , ou voit 
sans diflicn lté que le point M, au lieu d’étre compris entre 
les points () et O', sera situé sur le prolongement de cette 
ligne, du côté de l’axe qtd correspond à la plus grande vi- 
tesse angulaire, et à des distances de O et de O' inversement 
proportionnelles aux deux vitesses : !a rotation résultante 
sera d’ailleurs égale à la difTéu'eiice des deux autres. 


Con*equeiieex, 

1" Si l’on a à cumliimu' un nombre (pielcunqne d(‘ lalla- 
tions autour d’axes parallèles, on trouvera l’axe et la rota- 
tion unique en combinant d'abord deux d’entre elles, puis 
leur résullanle avec lu troisième ; et ainsi de suite. La vi- 
tesse angulaire linalc sera égale à la somme de toutes les 
vitesses composantes de même sens diminuée de la somme 
de tontes les vitesses composantes de sens contraire. • 

2" Quand on combine deux l'otalions de sens opposés, 
égales nnméritpiement, ou trouve, parla méthode ci-dessus, 
que la rotation résultante est nulle et a son axe situé à l’in- 
fini. Pour avoir l’explication de ce non-sens apparent, reve- 
nons à la figure. 

Dans l’hypothèse oii nous nous plaçons actuellement, il 
est visible qu’un point quelconque M, pris an hasard sur la 

droite 00' est sollicité, d’une 
0 îJî part (par la rotation qui 

Fig. 51. s’exerce en 0) , à s’abaisser 

d’une quantité égale à MO.ok/Q m d’autre part par la roia- 
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tion contraire w qui sVxt'icc en O') à s’abaisser an* si d’nne 
quantité M O’.wf//. Il s’abaisse donc en totalité de la quantité 
OO'tix// ; ce (ini nous montre (|iie son déplacement est tout à 
fait indépendant do sa situation sur la droite ÜO . Ainsi, tous 
les points de cette? droite se déplacent d’une même quantité 
Oü'.'otf/, c’est-à-dire qu'ils se transportent parallèlement à 
eux-mèmes et per|)otnliculairenieiU au plan des deux axes, 
avec une vitesse t'jjale à la vitesse angulaire cotnniune mul- 
tipliée par la distance des axes. Cette consétiitence s’appli- 
que évidemment ati plan des axes lui-même, et par suite au 
solide tout entier. Ainsi, deux rotations égales et contraires 
ont pour effet de déterminer une translation du solide per- 
pendicidairement au plan des deux axes parallèles. 

199. — Nous allons exposer ipieltpies autres théorèmes, 
qui permettent en même temps d(> jeter un grand jour 
sur la représeiitatiüu gi'-ométi'ique du mouvement d’un so- 
lide. Car, ainsi que le remarque judieieusemetil l’illustre au- 
teur auqitel ces théorèmes sont empruntés, le mouvement 
d’un solide ne s’oifre pas tout d’abord à l’esprit avec le même 
degré' de netteté que le mouvement d’un point unique. 11 est 
donc opportun, avant d’applicpier le calcul à la détermina- 
tion nnalv tique de ce mouvement, de chercher à s’en rendre 
compte et à se le figurer mentalement avec le plus de clarté 
possible. Sans celte investigation préalable, les formules ne 
représentent (pie de pures relations algébriques, sans aucune 
signilication concrète. 

4'oiiipnNltloii d'uno tmiislation et d'une rotation. — 

Supposons d’abord (pte l’axe de rotation soit perpendicu- 
laire à la direction de la translation. ,Ie dis que ces deux 
mouvements coud(iiiés é(piivaudroul à une seule rotation, 
autour d’un axe parallèle au premier, et de même vitesse 
angulaire. 

Enefl'el, soit Ailla direction de la translation ipii a lieu 
de A vers B, et O la projection de l’axe, perpendiculaire ait 
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plan de la figure, autour duquel s’exerce une rotation de 
gauche ù droite; soit v et In \ilcsse de translation et la 

vitesse angulaire. Menons 


B 




Fig. 52. 


du point ü une perpendi- 
culaire à A R, et prenons 
— sur cette perpendiculaire un 
point H tel que UU.&) = r. 
Ce point R sera évidem- 
ment immobile sous l’in- 
finence du double mouvement. Car, en vertu de la rota- 
tion, il tend à s’élever au-dessus de OU d’une quantité 
011. w(//, et, en vertu de la translation , il tend à s’abaisser 
d'une quantité vdl, ipii est égale à la préci-denle par hypo- 
thèse. D'ailleurs, le double mouvement ayant pour eQ'et de 
dé'placer tous les points du solide dans des plans parallèles 
à celui de la figure, il en n‘snlte qu’une ligne menée par le 
point II, perpendiculaire à la ligure, demeurera immobile; 
et que conséquemnnmt cette ligne est l’ase de la rotation 
unique équivalente aux deux mouvements supposés. Quant 
à la vitesse de cette rotation, elle est évidemment égale à eo, 
car le point 0, qui n’est pas influencé par la rotation autour 
de son axe, est déplacé, parla translation suivant A R, d’une 
quantité égale à r<//, buiuelle est égale, pur hypothèse, à 
KU.ojrf/. Ce point tourne donc autour de K avec une vitesse 
angulaire égale à c». Un voit en outre que cette rotation est 
de même sens que celle (|iii s'exerçait autour du point ü. 

.Actuellement, si l'axe de la rotation composante n'est pas 
perpendiculaire à la direction de la translation, un peut dé- 
composer ce dernier inuuvcinent en deux autres transla- 
tions, rime perpendiculaire à la dii'cctiuu de l’axe, et l'autre 
purallèlc. La translation perpendiculaire et la rotation se 
combineront, d'après ce qui vient d’être dit, en une rotation 
unique dont l’axe sera parallèle à l'axe primitif, et par suite 
aussi à la direction de la seconde translation composante. 
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Tout so trouve donc, ramené à une rolniiun et à une tiTius- 
laiion parallèle' à son axe. 


Cunnèquanccx. 

1° Nous avions di'jà vn (n°‘ ir>^ ell9G) que le inouvi'ineni 
élémentaire le plus gi'iiéral d’un solide sc décomposait en nue 
roialioiiei en une trunslatinn. Il résulte de ce qui précède que 
CCS deux mouvements peuvent toujours être ramenés à une 
rotation autoui* d'un axe instantané passant par un point 
convenablement choisi dans le solide, et à nue translation le 
long de cet axe. Il y a donc, dans tout mouvement d’un so- 
lide, un point pour lequel l’axe in.stantané est, selon la dé- 
nomination expressive de M. Poiusot, un are xponlanè 
gihtanf. 

Romarqiioiis que ce mouvement, rapporté à l’axe spon- 
tané glissant, est admirablement figuré à nos yeux |>ar le 
jeu d’une vis qui entre dans son ('•crou. Nous pouvons donc 
nous rendre compte, à un instant quelconque, du mouvement 
lopins général possible d’un solide, en nous disant qu’il n’est 
autre que le mouvement hélicoïdal d’une vis pénétrant dans 
son l'crou. Seulement, comme tous les éléments changent 
perpéluellemenl, c’est à chaque instant nnc rix d'an aiili e 
are et d’iiii autre pan, placée à un autre point, qui repré'- 
sente le mouvement du solide. Tel est le plus haut degré 
de clarté auquel on puisse amener l’image du mouvement 
d’un solide entièrement libre dans l’espace. 

2* Il est visible que, si l’on connaissait, à un moment quel- 
conque, les vitesses de rotation et do glissement du solide, 
on en conclurait la vitesse absolue de chaque point situé à 
une distance dc-terminée de faxespontané glissant. Car, '.) ei 
r étant ces vitesses et r cette dislance, la vitesse absolue 
serait la résultante de wr et de r ; et, comme ces deux vi- 
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ipssps oomposaïues sonl à an^le droit, on aiiraii pour la 
vilrssc clirrcliéf! rc qui luoiilro que la vilossc 

absoliio est d'autant plus grande que le point <‘onsidt*r(‘ est 
plus loin de l'axe spontané, et qu'elle est niiniinnin pour 
tous 1**8 points de l'axe spontané' : r(■snltats évidents d'ail- 
leurs n priori. 

3” Si un point du solidi' est lixe, il n’y a plus d’axe spon- 
lané glissant : il n’y a (pie des axes instantanés de rotation 
autour de ce point La snc(;ession de tons les monveinents 
élémentaires autour de ces dilTcrents axes peut être figuri-e 
avec simplicité, comme on va le reconnaître. 

200. — Image de la rotation anloiird'uii point flxe. 
— Soit O le point fixe autour dinpiel pirouette le solide. X 
un moment donné, le solide tourne autour d’une certaine 
ligne qui lui est invariablement lié-e, qui passe par le point 
fixe, et qui est immobile pendant une durée infiniment pe- 
tite. L’instant d’ajirés, c’est une autre ligne, appartenant au 
solide, qui sert d’axe instantané, et ipii occupe une antre 
position dans l'espace. Soit Ou, Oh, Or,... toutes les droites 
appartenant nu solide, qui sont destinées ü lui servir suc- 

eessivenieiit d'axe instan- 
tané, et <iui dessinent dans 
(re sidide un certain ci'uie 
Ofihr.... CoueeVüUS tracéies 
à l’avanei' dans l’espace 
toutes li‘s directions ()«', 
Ob', Oc',.... avec lesquelles 
les lignes précédentes vien- 
dront co'incider, chacune à 
fis. »•■!. chacune, pendant le mou- 

vement dn solide. O'S directions dessinei’ont dans.l’e.s- 

pace un second ci’iue Oa'h'e de nu'me sommet (pie 

le premier. Cela posé, imaginons que les deux cônes soient 
conpi's par une im'ine sphiire, d’un rayon (pielconqne, ayant 
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son centre en ü; et soit abc..., a'b'c'... les deUx courbes 
d’inlcrseclioii. A un certuin uiomciit, la ligne Oa, qui doit 
servir d’axe inslanlaué, coiucidera avec la ligne On' ; riiislaiil 
d'après, la ligne Ob coïncidera avec Ob', puis üc avec Oe'; et 
ainsi de suite. Mais, pendant la roiaiion instantanée autour 
de 0«', le. triangle inGiiiment petit Ü«A tourne autour de son 
côté Oa devenu Oa'; et, puisque OA vient au contact de OA', 
il en résulte que ab est égal à a'b', ou que l'éléinent coni- 
que OaA est égal à l'élément conique Oa'A'; et de même 
pour les éléments suivants. Ü’où il ressort que le mouvement 
du solide peut être figuré eu imaginant qu'un certain cône 
qui lui est invariablement lié et qui l’emporte avec soi roule 
tau» glieser sur un autre cône, de même sommet, immobile 
dans l’espace. 

Si l'on connaissait à tout instant les vitesses angulaires du 
solide autour de ti'ois axes rectangulaires, on connaitrait 
à tout instant aussi, d’apres ce qui a été démontré précé- 
demment, la position de l’axe instantané dans l’espace et la 
grandeur de la vilessc angulaii'e autour de cet axe. On au- 
rait donc la position géométrique de toutes les droites Oa' , 
Ob', Oc',.., c’est-à-dire le cône fixe lui-même. On pourrait 
aussi tracer le cône mobile dans le solide : car l’angle élé- 
mentaire A«A' est égal à Odt, il étant la vite.ssc connue au- 
tour de Oa', donc ab est déterminé en direction : il l'est 
aussi en grandeur, puisque. oAest ('-gai à a'b' qui est connu. 
Tous les (''b'‘inenls siicccssirs Ac... seraient déterminés de la 
même manière. Voilà comment on vérilic, d’une façon pour 
ainsi dire concrète, que la connaissance de trois vitesses 
angulaires autour de trois axes détermine graphiquement, 
dans sa plénitude, la rotation d’un solide quelconque. 

201 . — C'oinpoKition tle») rotalloiiH autour il'axcs 
quelconques. — Cette composition est une conséquence di- 
recte des propositions précédentes. Si, [lar exemple, on a 
deux axes , non coni ourants ni parallèles, menous par un 
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poim quelconque de run d'eux une droite parallèle n l’autre. 
On pourra remplacer la rotation autour de ce dernier par une 
rolaiion autour de la droite parallèle et par une translation 
perpendiculaire à leur plan (jr 199). Les deux nouveaux 
axes étant concourants , les rotations correspondantes se 
composeront en une seule, et l'on retombera ainsi sur le cas 
d'une rotation unique à combiner avec une translation. 

Hetnuyque. — La vitesse de la translalion est égale à la 
vitesse angulaire de la rotation ((u’on a tout d’abord rem- 
placée, multipliée par la distance du point choisi à son axe. 
Cette vites.se est donc égale à celle du déplacement effectif 
de ce point, puisque la rotalion autour de l'axe sur lequel 
on l'a choisi n'influence pas son mouvement. 

IX‘ meme, la vitesse angulaire de la nouvelle rotation est 
égale à celle (h; la rotalion remplacée. 

■Ainsi on jieut dire que, pour composer les deux rotations 
données, il sullit de composer leui-s vitesses angulaires au- 
tour d'un point arbitrairement choisi sur l uii des axes, et d'y 
ajouter une translation égale à la vitesse angulaire autour de 
l'autre axe, multipliée par la distance du point à cet axe, ou, 
ce qui revient aii même, une translation égale au iléplace- 
inenl effectif du |)oint considéré. 

De là ou passe à la composition d'autant de rotations que 
l’on voudra, et l’on retombe toujours sur une rotation uni- 
que et une translation égale au déplacement effectif du point 
par lequel passe l'axe de cette rotation unique. 

Si l’on y ajoute des translations eu nombre quelconque, 
on ne change rien au résultat ; en sorte que, finalement, 
tous les mouvements possibles se réduisent à une transla- 
tion égale au déplacement d'un point quelconque et une ro- 
tation autour d'un axe instantané passant par ce point. Ou 
ix'trouve ainsi le premier théorème général sur le mouve- 
ment des solides, démontré à la fois dans le présent livre et 
dans l’étude du mouvement relatif. i , v .ê.ÿ ■ 
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Forme nouvelle donnée aux six éqiiatiouK du 
mouvement d'un Nolidc libre. 


202. — MaiiUonaiil (pie nous avons acquis mio idée siifli- 
saminciit iiPltc du mouvement d'nn solide, nous allons nous 
occuper, selon ce (pii a été annonei'- fi la fin du n" 19.“), d(* 
donner aux six éipialions générales une forme pins en liar- 
monic avec les besoins de la solution. 

En ce qui concerne les trois premièies, la transformation 
est facile ; on la connaît d(’“jà : c’est celle qui consiste à 
introduire les coordonru'es du centre de gixavité. On sait 
qu’en appelanlx,, y,, les trois coordoniu'es de ce centre, 
par rapporta des axes fixes, li*s trois (‘(piations (y) peuvent 
être remplaci^s par celles-tâ, on M d(-signe la masse totale 
du solide (n“ 1.1.^) : 


(I) 


zv = 


M 


ÜZ = M 


(/f* 


Poni’ transformer les trois dernières équations, nous ra)i- 
pellerons ipie, d’apirs ce qui a éti* vu dans la tlu'orie du 
mouvement relatif ' n" 172), les (’-tpiations des moments ont 
la même forme, par rapport à des axes fixes ou par rappoi t 
à des ax(“S mobiles parallèles aux précédents et passant par 
le centre de gravité. De sorte que, si nous appelons x, , y, , 
r, , les coordonm'-es relatives d’un point ipielconque du 
solide, par rapport à des axes mobiles, diTinis comme il 
vient d’être dit, les trois équations (A) seront l■emplacées 
par les suivantes, tpii n’en diflV-remnt que par les valeurs 
absolues des eoordonin'-es, lesipielles sont ('•gales aux an- 
cienm's dimimn-es de x,, y,, z, : 
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“ — '*0 = -'» ( 



d‘z. 






dt^ 


(Pl/r 

\ (ll^ 

1'F‘ 


203. — Aviiiil de poursuivre l'objet de notre recherche, 
nous ferons quelques reinurques importantes. 

Nous voyous d’abord que les deux systèmes d'équations 
(l) et (2), qui sont présentenieiit substitues aux groupes 
(jf) et (A), sont coinpléteiuent indépendants l’un de l'auti'e, 
ce qui (lerinet, le cas écliéant, de déterminer l'un des deux 
mouvements qu'ils représentent , sans connaître l'autre 
mouvement, .\insi la ti-anslation du centre de gravité n'est 
pas influencée par la lotation autour de ce centre, et cice 
rerta. ün voit n)ème que le centre de gravité pourrait être 
fixé tout à coup sans que la rotation en fût altén-e. Car, 
pour lixer ce centre, il sullirait de lui appliquer une force 
convenable, lacpielle, passant ainsi par l’origine des coor- 
données relatives, doniieraii des moments nuis, et par suite 
n'interviendrait pas dans les équations (2). Ce point est le 
seul (pii jouisse d’une semblable propriété dans le solide. 
Car, si nous considérons tout autre point, dont les coor- 
données soient ç, r,, t, et qu’on y place l'origine des axes 
mobiles, les équations du mouvement relatif ou de la rota- 
tion autour de ce point contiendront des termes dus à lu 
force lictive égale et contraire à la force d'entrainement. 
La première d(;s trois écpiatioiis, par exemple, sera, d'après 
ce qu’on a vu au n" 172 : 



.. jiPÿ, d-’a-, \ 
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el le leimc dû à la foree fictive ii’est pas mil, parce qnc 
Iniyr et l?ti.rr ne sont pas l'gaux à zéro : tandis que, loi’s- 
que les axes mobiles sont placés au ceiitie de gravité, ces 
sommes disparaissent nécessairement. Il ressort de là que, 
si l’on vient à fixer tout à coup le point quelconque pris 
pour origine des axes relatifs, ce qui aura pour effet de 
supprimer le terme en question, la rotation autour de ce 
point ainsi fixé sera repré'sentéc par une équation qui ne 
sera pins la même qu’avant la fixation. Le (;enlre do gravité 
est donc le seul point du solide qui puisse être fixé sans 
altérer la rotation. Héciproqiiement, si ce centre était pri- 
mitivement fixé, on pourrait le rendre soudainement libre 
sans que la rotation, qui s’effectuait autour de lui, en fi'it 
modifiée. En un mot, la rotation d’un solide autour de son 
centre de gravité est la même, quel que soit l’état de ce 
centre. On peut le qualifier justement de centre xpon- 
tanè de rotation. C’est cette iiropricté concrète qui rend 
raison du choix qu’on eu fait pour lui rapporter le mouve- 
ment de rotation du solide libre. Ce n’est pas parce que les 
fornuiles analytiques sont simplifK'cs qn’oii choisit ce centre, 
mais c’est parce qu’il est réellement et naturellement le 
centre di? la rotation , (|ue les formules, qui doivent néces- 
saireini'iit exprimer cette propriété, en reçoivent une grande 
simplification. 

CaHte seconde propriété complète celle que nous lui con- 
naissions d('“jà, et qui consiste à avoir exactement la même 
translation que si tontes les forces lui étaient directement 
appliijuées, an lien d’être distribuées sur des points (|uelcon- 
qnes dn solide. On voit ainsi que le centre de graviti- mesure 
à la fuis la translation du solide, et sert de centre à sa rota- 
tion naturelle. 

Quand il s’agit simpleinenl de se rendre compte du inoii- 
veuient général d'un solide, il est tout à fait indifférent de le 
rapporter a l’un quelconque de ses |»oints pour le déconipo- 
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ser en une translation et une rotation. ^lais on peut dire 
qii’alors la translation du point ne représente plus celle du 
solide, et la rotation autour de ce point ne représente pas 
davantage la rotation naturelle. £n les combinant, on repio- 
diiil bien le mouvement effectif, mais cette décomposition 
est artilicielle, tandis tpie, pour le centre de gravité, elle est 
conforme à l’essence même des clioses. Aussi, lorsqu’on en 
vient à exprimer ces décompositions au moyen de foniiiiles, 
on est averti, par la complication ((u’ellcs présentent quel 
que soit le point choisi, hormis le centre de gravité, que 
c’est bien là le pivot naturel de la décomposition. Ce serait 
rétrécir singulièreineni les aperçus, et méconnallre toute la 
partie concrète du phénomène , que de voir seulement dans 
le centre de gravité un point de plus grande simplicité ana- 
lytiipie. Ce serait prendre l’effet pour la cause. 

20'i. — Cela posé, reprenons notre transformation un 
instant interrompue. 

Chacune des équations (2) est susceptible d’être mise sous 
la forme suivante, que nous donnerons, par exemple, à lu 
première ; 

i (Y>, — Xy,) dt = dlm 

Elle expi'ime alors ipie l'impulsion élémentaire du moment 
total des forces projetées sur l’iin des plans coordonnés est 
égale à lu variation éléinenluire du moment de la quantité 
totale de mouvement. Ce sont là des conséipiences démon- 
trées pour tous les systèmes matériels. 

Or, supposons qu’à un instant donné les axes mobiles, de 
direction constante, auxquels on rapporte la rotation du so- 
lide auiour de son centre de gravité, coïncident avec les 
axes principaux du solide relatifs à ce centre. Soit d’ail- 
leurs oj, çf, les vitesses angulaires du solide par rapport à 
ses trois axes principaux. Â l’instant considéré, ce seront 
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aussi les vitesses augiiiuircs respectives iiiitour ëes axes des 

JC, des y et des z iuubiles, puisqu'on suppose (|tic les uns et 

les autres se eoiiroudenl. Pour transforiner convenableineut 

, .. / dy, dxr \ . ... 

le terme — dl^' )’ |■epl■es<■ute le muinent 

de la quantité totale de niouvenieiit en projection sur 1e plan 

des , il sulTit de leinplaeer par leurs valeurs 

,en ronction des vitesses angulaires w, o, v[. Or, ces valeui‘s 
sont eouuues. Lu effet, nous avons vu au ii° 1U6 que, si dr, 
dy, dz sout les projections du déplacement iufinimcnt petit 
que subit un point, en vertu de ti ois rotations élémentaires 
autour de trois axes dont les vitesses sont w, o, !j/, nous avons 
vu, dis-je, que 

rfj: = (r7 — = Z',i)dl , dz=:iyra—x'^)(lt-, 


par suite, dans le cas préseiil, on a : 

dx, , dy, , dz, 

— y'’!-. — Z,(à , -J- = y.'ji - X,rf 

Si nous faisons la substitution, nous obtenons : 


1^' 


dl 


•^V 


dx, 

dl 


^ (a -f- t/V) “ — 


— rtiZmXr^,, 


Or, la quantité n'est autre chose que le mo- 

ment d'inertie par rapport à l'axe principal qui coïncide avec 
l’axe des z, : c’est la quantité connue que nous avons eou- 
tnme de désigner par t; (n“ 177). Quant aux sommes lmy,z„ 
ltnx,z,, elles sont nulles, puis(|ue les axes de coordonnrés 
coïncident avec les axes principaux. Le moment de la quan- 
tité totale de mouvement, en projection sur le plan des 
à rinsUuit consid<’it‘, se réduit donc à Cij/. Pour avoir lu va- 
riation élémentaii (! de celte même projection, remarquons 
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que, lundis que les trois vitesses angulaires subissent des va- 
riations f/w, d']f, le solide tout entier, avec les trois axes 
principaux, tourne infiniment peu, et ces trois axes ne se 
coiifondenl plus avec les axes de l'oordonnées. Le moinent 
de la quantité totale de inouvenient, eu projection sur un 
plan perpendieulaire à la noiirefie position de l’axe pi iii- 
cipal qui coïncidait primitivement avec l'axe des prend 
une nouvelle valeur égale à , puisque t; lui- 

mènu' est constant, üu verrait de même que les moments 
de la quantité totale de mouvement, mi projection sur 
les plans perpendiculaires à chacun des deux autres axes 
principaux dans leur nouvelle position, sont représentés par 
et A(o4-q-</ci),'. Pour avoir la projection du moment 
lie la quantité totale de mouvement sur le plan coordonné- 
des *,yr, il faut multiplier chacune de ces trois quantités, 
.\(w f-</cü), par le cosinus de l'angle 

que forme son plan avec celui des je,y,, ou, ce (|ui revient 
au même, par le cosinus de l’angle que forment deux 
droites perpendiculaires aux deux plans. Ces angles sont : 

pour l’angle de l’axe des 2 , avec la nouvelle po- 

sition de l'axe principal qui coïncidait 
d’abord avec l’axe des r, j 

pour l'angle de l'axe des Gravée la nouvelle po- 

sition de l’axe principal qui coïucidail 
d’abord avec l’axe des y, ; 

pour C('}-|-f/'|), l’angle de l’axe des z, avec la nouvelle po- 
sition de l’axe principal qui coïncidait 
d’abord avec lui. 

Or, si l’on se reporte à la ligure du n° 195, on reconnaîtra 
sans peine que les cosinus decesangiessonl respectivement 
ceux que nous avions nommés a ', h", c"; il faut donc, d'aprï-s 
les valeurs trouvées pour ces cosinus dans ledit numéro, 
multiplier n^pectivoment A (w+rf'o), 

II. I 
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par (Mit et 1; ce qui donne, en négligent les infini- 

ment petits du second ordre, 

C (^ + </ 'j) 4- (B — A) w'i</i . 

Telle est la nouvelle projection du moment de la quantité 
totale de mouvement sur le plan des r,y,, après la rotation 
élémentaire dont il a été parle. Kn retranchant de cette 
quantité le terme C/]/, qui, comme nous l’avons vu ci-dessus, 
représente la projection avant la rotation , la différence 
— A)'ji^(lt exprimera la variation élémentaire de 
ladite projection. On trouvera de même, pour les deux autres 
plans coordonnés, des variations représentées respeciive- 
mentpar — C)oin]>rfr, et par Arfw-1-(C — B)<^ij«//. 

Puisque chacune de ces trois variations est égale à l'impul- 
sion élémentaire du moment des forces sur le même plan, 
on en conclut les trois équations : 

1 (Yx, — \y,) = C -H (B — A) Mcp, 

i (Xîr — Zx,) = B ^ (A — C) w '.J/, 

v(Zj|,-Yî,) = A^-t-(C-B) cj'}. 

Ces relations conviennent à toute la durée du mouvement, 
bien qu’elles semblent avoir été établies spécialement pour 
son origine. Car, à un moment quelconque, on peut toujours 
prendre un système d’axes rectangulaires de direction cons- 
tante, coïncidant avec les axes principaux du solide au 
commencement de l’instant considéré, et former les équa- 
tions ci-dessus pour le système d’axes ainsi choisis. 

Les relations que nous venons de trouver subsistent donc 
pour toute la suite dn mouvement. Les quantités u, y 
représentent les vitesses angulaires, à chaque instant, autour 
des axes principaux mobiles; X, Y, Z sont les composantes 


N 
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des l'oi'ccs , cl z, lus toorduiiiuius de leurs puiuts 

d'appliculion, par ruppurta des droites eoïiicidaut à tüiil nio- 
iiienl avec les axes principaux, c'est-à-dire par rappurt aux 
axes principaux eiix-inènies pris comme axes mobiles de 
cuordoimées pendant le mouvement du solide. 

Afin de lie pas compliquer l’écriture, on supprime ordinai- 
rement l’indice r des trois équations ci-dessus ; les trois vi- 
tesses angulaires sont désignées par p, q, r, aliu de réserver 
les notations w, cp, i|( à des vitesses autour de droites quel- 
conques : en sorte que les équations de la rotation prennent 
définitivement la forme suivante ; 

1 2 (Yx — Xy) = C ^ -f- (B — A) py , 

2(Xr-Zx)=B^J -f (A-C) pr, 

2(Zy-Yc) = A^-l-(C-B) qr . 

Nous remarquerons que ces relations renferment, outre 
les inconnues p, y, r, les composantes des forces et les 
coordonm*es de leurs points d’application par rappurt aux 
axes principaux. Pour que ce ne soient pas là de nouvelles 
inconnues, il faut qu'on puisse déterminer à tout instant la 
position des axes principaux par rapport à des axes de coor- 
données fixes, ür, c’est ce qui se fera en remarquant que la 
position de ces axes dépend elle-même des valeurs p, y, r, 
de sorte qu’il n’en résidtc aucune inconnue distincte nou- 
velle. En effet, reportons-nous au n° 170 de la mécanique gé- 
nérale et parliculièrcment à la remarque qui le termine : 
la vitesse angulaire qui provient de la rotation d’axes mo- 
biles autour d’un point qui leur est invariablement li(‘, est 
telle que, si un la multiplie parles cosinus des angles formés 
par l’axe instantané avec les trois axes mobiles, on obtient 
3 . 
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(les quantités désignées dans (a; même numéro 170 par les 
notations p, q, r, lesquelles sont , d’après les relations (3) 
du 11 " 168 (Ar*), l'onction des cosinus a, a ", h, h'... des 
angles quoTout les axes mobiles avec des axes lixes. Mais U's 
produits de la vitesse angulaire par les cosinus des angles 
de l'axe instantané avec les axes mobiles sont égaux, d’après 
les lois de la composition des vitesses, aux vitesses angu- 
laires autour de ces mêmes axes mobiles. Donc les quantiU's 
P, q, rdn n“170 représentent précisément les mêmes choses 
que dans la théorie actuelle. Or, les valeurs p, q, r entraî- 
nent celles des neul’ cosinus «, a". A,.., puisque ces neuf 

cosinus sont d(‘jà liés entre eux par les six relations (I) 
qu’on a vu(*s au n° 168 : on en avait du reste fait déjà 
la remarque, anssitiH après avoir posé les équations (3) 
du II" 168 (A/«). Donc la position des axes principaux 
par rapport à des axes fixes ne correspond à aticune 
inconnue nouvelle, ainsi que nous l’avons annoncé en com- 
mençant. Par suite, les trois équations auxquelles nous 
sommes parvenus plus haut sullisenl tlicoriquement pour ré- 
soudre le problème. Kn les combinant convenablement 
avec les relations des numéros prt'cités, on exprime les 
compasantes des forces et les coordonnées des points du 
système, rapportées aux axes mobiles, en fonction des direi'- 
tions de ces mêmes] .axes mobiles relativement aux axes 
fixes; ou, finalement, on exprime tout en fonction des don- 
nées de la question et des troi.s inconnues;», 7 , /•elles-mêmes. 

D’après la forme des (équations qu’on aura à manier, on 
ne saura pas genéi alement effectuer les calculs. Mais il n’en 
est pas moins liès-intén^ssant d’avoir pu ramener le pro- 
blème à ne plus dépendre que de trois inconnues distinctes 
p, q, »', an lieu du nombre indéfini de celles qui correspon- 
dent aux divei-s points matériels du système. ' ^ 

205. — Lorsque le solide n’est sollicité pir aucune force, 
les équations pmédentes se simplifient et deviennent.:, . 
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I C H- (B - A) P/ = O . 

(1) I B ~' + (\ -(;)/)-■ ---O, 

— B) 7'’ = O • 

Ibiis ce r.is, M. Poisson :i démonlri' iiii'on potivail on o.f- 
fecluor riiilogralion el oblenir los valours /<, q, r t*n l'onc- 
tion de séries ellipli(|iies. Il a ramené la question .à l’iiitc- 
gration d'une é<|uation ne renrerinant plus qu'une seule 
inconnue , l'onction du temps. Celle équalion a lu forme 
suivanle : 

±V/A . b . C (/r 

I K^— B/i -4- (B — C) C»-’ j ’ I aA — K*-+- (C — A) C> > | * 

h el K élanl deux conslanles, inli odiiiles par de précé’den- 
les inlégralioiis simples. Nous ne suivions pas ce géomèlrc 
dans l'analyse délicaie à laquelle il s’esl livré et qui n'on're 
qu'un intérêt pureiueiil lliéori(|ue. Il est préft'-rable de clier- 
cher, avec .M. Poinsol, à se rendre comple gi'omélriiiue- 
inenl du mouvemenl que poursiiil li> .solide. 

Il siiflil pour cela de faire iiilervenir le ilii'orème de la 
conservation des aires, démontré pour ions les systèmes 
possibles, et par suite pour le système particulier qui nous 
occupe. 

On sait que Iç plan du maximum des aires est invariable 
de position dans toute la suite du mouvemenl (13!)), et que, 
si A, A', .A" désignent à une certaine époque les projections 
sur les plans coordonnés des moments de la rinanlité totale 
de mouvement, les angles du plan invariable avec les plans 
coordonnés ont respectivement pour cosinus 
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A A' A" 

\/\-+ A = -ha ’ V/A^ + A'- -t- A''’ ’ \/Â^+l['’-4-A"“ ’ 

Or, si nous prenons pour axes coordonnés les axes prin- 
cipaux relatifs au centre de gravité du solide, dans la posi- 
tion où ils se trouvent à l’instant considéré, les projections 
susdites A, A', A" sont alors repia-sentées respectivement par 
r,r, hq, Ap, ainsi que nous l’avons vu au numéro précé- 
dent; A, B, C, représentant les moments d’inertie princi- 
paux, et q, ries vitesses angulaires, à cet instant, autour 
des axes principaux, ou, ce qui est la même chose, autour 
des axes de coordonncù's que nous venons de choisir. Con- 
séquemment le plan invariable forme avec les plans coor- 
donnés des angles dont les cosinus sont égaux à 

Cr hq Ap 
¥ ’ ¥ ’ ¥ * 

en désignant pour abréger par II la quantité 

\/aV4-B’'/'-I-CV . 

D’un autre côté, on sait que l'ellipsoïde central (n" 177), 
rapporté à ses axes principaux comme axes de coordonnées, 
c’est-à-dire rapporté au système d’axes rectangulaires que 
nous avons choisi, a pour équation : 

(e) -h Br,^ + = 1 . 

où H, r,, Ç sont les coordonnées d’un point quelconque de 
l’ellipsoïde par rapport aux axes susdits. 

Cela posi’“, soit E', r/, t ' le point de cet ellipsoïde qui se 
trouve situé sur l’axe instantané de rotation. Si l’on mène 
par ce point un plan tangent à l’ellipsoïde, ce plan aura 
pour équation : 

(1) A 4- Br/.y, + CÇ'-ï, = 1 , 
en désignant par .r,, y,, 2 ,, ses coordonnées courantes. 
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Le plan invariable a lui-imbnepour équulion * 
(2) Ap. X + Bi/. y + Cr. £ = O , 


en désignant par x, y, z ses coordonnées. 

Je prétends que ccs deux pians sont parallèles. En effet, 
si l’on représente par a la longueur du rayon vecteur mené 
du centre de l’ellipsoïde au point de tangence, on aura les 
trois relations 


( 3 ) 



6 étant la vitesse angulaire autour de l’axe instantané. De là 
on déduit ; 



Si l’on substitue dans l’équation du plan tangent, on re- 
connaît qu’elle peut se mettre sous la forme : 

e 

Ap.x, -i-By.y, H-Cr.£, = -: 


et, en la comparant à celle du plan invariable, on voit que 
les coefficients des coordonnées sont identiques, ce qui dé- 
montre le parallélisme annoncé. Il résulte aussi de là que le 
plan du maximum des aires est le plan diamétral conjugué 
du rayon vecteur qui sert d’axe instantané : puisque le plan 
tangent, qui lui est parallèle, est conjugué du rayon vecteur 
mené au point de contact. 

Le plan tangent à l'ellipsoïde, mené au point où il est 
reucontré par l’axe instantané, conserve donc une direction 
invariable pendant tout le cours du mouvement. D'uu autre 
c6té, il est facile de voir que ce plan reste toujours à la 
même distance du centre de gravité, tin effet, si l’on abaisse 
une perpendiculaire du centre sur ce plan, on sait, d’après 
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la géoiit«‘li-ie, que su lungueur est égale à la quantité du se- 
cond membre de I équation du plan, divisée par la racine de 
la somme des carri‘s des cocflicieiits, c’est-à-dire que, si on 
la roprcseule par on a : 

1 

Or, la quantité que nous avons précédemment désignée par 
H, et qui représente la projection du moment de la quanlitt- 
totale de mouvement sur le plan invariable, est constante : 

donc \/A’p’ -t- 4- CV* = consl. 

mais, puisque le point l', r/, Ç' est sur l'axe instantané, on 
peut , d’après les relations (3) ci-dessus, remplacer dans 
cette dernière expression p, q, r par leurs valeurs en fonc- 
tion de H', r,', Ç'; et il vient ; 

tj , 

— \/ A’ r* -t- B’ r/® -f- C Ç'* = consl. 

1 

Mais le radical n’est antre chose (jue - -, donc 

(U) — = consl. 

' ' aa 

Pour que 5 lui-incnie soit conslant il faut que- le soit de 

a 

son cèté. Or, d’apiès le théorème général des forces vives, 
le solide, qui n’est sollicité par aucune force et qui consti- 
tue un système géométrique, doit garder une somme de 
forces vives constante. Si nous l’estimons au moyen de la 
vitesse angulaire 6 autour de l’axe instantané, chaque point 
m, à une distance p de l’axe, a une vitesse 9p et une foroe 
vive le terme ^9’.iif7ip’ qui représente la foire vive 

totale, au moment considéré, doit donc demeurer constant. 
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Mais le iiionieul d'ineiiic pris par rapporl à l'axe ins- 

taiiiaiië (le rolatiun,«st tel, d’après la défiiiiiioii même de l'el- 
lipsoïde i;eulral (ii° 177), que la longueur « du rayon vecteur 
csl(‘gale à l'unité divis<‘e parla racine carrée dudit moment. 

1 

Doue ce inonuail équivaut à et, par suite, la force vive 
totale peut être représenté^e par 

1 1 ' 

•2 fl’ ‘ 


Mais, puisque cette force vive totale ne varie j>as, ainsi 

9’ 9 

que nous l’avons dit plus haut, il eu résulte que ^ ou - ne 
varie pas non plus. Eu sorte que : 

9 

(a) - = const . 

a 


D’après cela, la susdite perpendiculaire a, abaissée du 
centre de gravité sur le plan tangent, ne varie pas de loii- 
gneur. .\insi le plan tangent, qui demeure en outre parallèle 
an plan invariable, reste forcement immobile pendant tout le 
mouvement du solide. 

Quant à l’ellipsoïde central lui-même, il est au contraire 
entraîné dans le mouvement du solide, puisque les déduc- 
tions précédentes impliquent que son équation est cons- 
tamment (;elle (juc nous avons écrite (e) ; ce qui n’a lieu 
qu'autant que ledit ellipsoïde est toujours rapporté aux axes 
principaux du solide, comme axes de coordonnées, et par 
conséquent emporté avec cés axes dans le mouvement du 
solide. Mais nous venons de voir qu’en cet état de choses le 
plan tangent mené au point on l’axe instantané perce la 
surfuc(‘ de l'ellipsoïde demeure absolument immobile. Nous 
en pouvons donc conclure <|uc le solide, dans son mouve- 
ment, emporte l'ellipsoïde et le fait (;ouslainmeAl appuyer 
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par un de ses points sur le plan fixe, lequel, d'après ce rpii 
vient d’étre dit, a pu être déterminé une fois pour toutes. Il 
est d'ailleurs évident que l'ellipsoïde ne peut glitier sur le 
plan : car, le rayon vecteur mené au point de contact étant 
un axe instantané, il s'ensuivrait que l’axe instantané se dé- 
placerait dans l’espace sans se déplacer dans l'intérieur du 
coips solide, ce qui est absurde (n'‘ 163 et 200). Donc le 
mouvement de l'ellipsoïde consiste à rouler sur le plan fixe. 
Réciproquement, le mouvement du solide peut être conçu 
comme déterminé par le roulement, sur un certain plan 
fixe, de son ellipsoïde central supposé invariablement lié 
avec lui. Le rayon vecteur du point de contact sert à cha- 
que moment d’axe instantané, et la vitesse angulaire autour 
de cet axe est, d’après la formule (6), toujours proportion- 
nelle à la longueur du rayon vecteur. 

Si les forces, au lieu d’être milles, donnaient seulement 
des soniincs de moment milles par rapport aux plans de 
coordonnées menés par l'origine, il est visible que tous les 
résultats ci-dessus subsisteraient encore intégralement, 
puisqu'ils ne dépendent que des sommes des moments et 
nullement des valeurs individuelles des forces. 

Cette lumineuse tliéoriede l'image sensible de la rotation 
des solides autour de leur centre de gravité est due à M. Poin- 
sot. Il nous semble impossible de pousser à un plus haut 
point de perfection cette partie délicate de la mécanique ra- 
tionnelle. 

Les résultats que nous venons d'exposer nous montrent la 
profonde différence qui existe entre l’état d’un point maté- 
riel unique et celui d’un corps solide, quand l’un et l'auli'e 
ne sont plus sollicités par aucune espèce de forces. Dans le 
premier, le mouvement se continue en ligne droite et d’une 
manière uniforme : dans le second, cela n’a lieu que pour le 
mouvement du centre de gravité. Mais, tandis que le mm- 
vement d’ensemble est conforme à celui qu’on observerait 
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snr lin point isolé, il sc produit en mémo temps nnc multi- 
tude de moiivemoiils puiiiciiliere consistunt en ce ipie, à 
chaque moment, toutes les molécules du solide tournent an- 
tour d’un axe instantané passant par le centre de gravité, 
ou, si l’on aime mieux, en ce que le solide entier fait rouler 
sou ellipsoïde central sur un plan tixe. 


ÉquatioBti iIh mouveiueut dans le cas de forces 
inslanfanécs. 

206. — Supposons acluellemenl que le solide soit mis en 
mouvement par des forces instantanées ou des percussions, 
comme cela aurait lieu si on le frappait, par exemple, de 
coups de marteau. Il s’agit de trouver les équations qui fe- 
ront connaître la position et la vitesse du solide a chaque 
instant. 

Nous aurons deux périodes à distinguer : l’une, qui est la 
durée très-limitée de la percussion même; l’autre, qui lui 
succède, et qui continue ensuite indéliniment. 

Dans la première partie du phénomène, l’état de repos ou 
de mouvement du solidi- change hrusquenient. Chacun de 
ses points acquiert dans un intervalle de temps extrême- 
inenl court une vitesse finie, en vertu de laquelle il pour- 
suit un moiivcnieut différent de celui qui aurait eu lieu 
sans les percussions. Mais, aussitôt que la percussion est 
terminée, c’est-à-dire dans la seconde partie du phénomène, 
nous nous retrouvons dans le cas des numéros précédents : 
celui d’un solide doué d’un mouvement initial et soumis à des 
forces ordinaires ou abandonné à lui-méme: question qui ne 
présente aucune particularité nouvelle. Il s’agit donc uni- 
quement de trouver l’état du solide aussilAt apriîs les per- 
cussions : genre de recherches dont les systèmes généraux 
ont été l’objet an n° 160. 
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Soit donc X, Y, ’L les li’ois «■onipusaiilcs d'tmc foire de 
percussion appliquée au solide, cl x, y, z les coordonnées 
du point d'ap|ilicalion. (Conservons de iiièinc toutes les au- 
tres notations précédentes , telles que x,, y,, r, pour les 
coordonnées du centre de gravité, A, B, C pour les mo- 
ments d’inertie principaux, p, y, r pour les vitesses angu- 
laires autour des axes principaux, etc. 

Nous continuerons à déterminer, d'un côté, la translation 
du centre de gravité, et, de l'autre côté, la rotaiion autour 
de CO centre. 

Les trois équations du centre de gravité sont 




'l'-îi'i’ 


d? Z 

vz=m“~' 

di^ 


Intégrons par rapporta/, pour la durée extrêmement 
petite T de la percussion. Les premiers membres représen- 
teront les quantités de mouvement par lesquelles les per- 
cussions sont assignées -. soit<l> cette quantité pour une des 
percussions, et a, c, y les angles connus de sa dii ection avec 
les axes. Les seconds membres expriment la vitesse gagnée 
pai- le centre de gravité suivant chacun des trois axes : nous 
la représenterons par r,, m,, »f,; on aura donc : 

(1) X 'I* cos a = Me, , Ci '1> cos ê = .Mu, , X<I> cos y = Mir, , 

relations qui déterminent la giandeiii' et la direction de 
la vitesse qu’acquerra le centre de gravité, et, par suite, le 
mouvement qu’il devra piendre. Si, par exemple, le solide 
est abandonné à lui-même après les percussions, le centre 
se mouvra uniformément et en ligne droite avec la vitesse 
r„ »»,,«?,. On voit, à cette occasion, que la vitesse sera identi- 
quement la même, quels que soient les points du solide oii 
les |>ercussions auront été directement appliquées, (le résul- 
tat était pixivu, puisqu'on sait qu’il en est ainsi, d’une ma- 
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nièro gMiérale, pour toutes les forces s’i-xerçant sur un sys- 
tème quelconque (n" 133). 

Passons maintimaut au inouvcinent de rotation autour du 
centre. A cet effet, reprenons les é(|uaiions (1) du n“ 206, 
et appliquons les au cas aciuel. 

Les axes principaux du solide conservant sensiblement la 
même position pendant la durée extrêmement courte des 
percussions, on n’a pas à se préoccuper du dernier terme 
des seconds membres qui est introduit précisément par la 
considération de la mobilité de ces axes pendant le cours 
du mouvement. Il suflit donc, pour avoir la valeur des vites- 
ses angulaires déterminées par les percussions , d’intégrer 
par rapport au temps, pendant la durée t des percussions, 
les équations suivantes : 

l{\x-Xy) = C~, 

1 {Xz — Zx) = 

V(Zy_yz) = A^, 

dans lesquelles X, Y, Z désignent, selon riiypoih<*se, les 
composantes d’une force de percussion quelconque. L’in- 
tégrale d( finie, pour le temps r, des premiers membres re- 
présentera, comme nous l’avons expliqué plus haut, les mo- 
ments des yua/ititex de mouvement par lesquelles les 
percussions sont assigm’-es; et les trois relations ci-dessus, 
en appelant;), q, r les vitesses angulaires produites par les 
percussions, deviendront ; 

I X d» (.B cos ô — y cos a) = Cr , 

. (2) \ X ‘l> (z cos X — X CO.S y) = By , 

1 7. ‘1> (y cos y — z cos ê) = A/) . 

Les quantités entre parentlic'ses repn^ientent les lon- 
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gueurs des perpomlkubiresabuiss'ies U«i l'origine sur les 
projections des forces de percussion dans chucuii des plans 
coordouiiés, et, par suite, les premiers numibros reprc'-smi- 
tciu les sommes des moments des quantités de mouvement 
qui assignent les percussions en |>rojecliun sur chaque plan. 
Les valeurs de p, </, /' se trouvent ainsi détermiuées. 

Si toutes les percussions sont dirigées vers le centre de 
gravité, ou si les sommes de leurs inomcuts sont uulles |>ar 
rapport à ce centre, les premiers membres dos équations 
sout nuis aussi, et, conséquemment, les valeurs de p, ij, r se 
réduisent à zéro. Ainsi, dans ce cas, le solide ne tourne pas 
autour de son ccutre de gravité : il reçoit seulement une 
translatiou égale au déplacement de ce centre, tel qu'il est 
exprimé par les équations (1) ci-dessus. 

Si les directions des percussions étaient parallèles à l'iiu 
des plans coordonnés, à celui des xy par exemple, les mo- 
ments de leurs projections sur les plans des xz et des yz 
seraient nuis, et, par suite, p ety seraient égaux à zéro. La 
quantité entre parenthèses du premier membre de la pre- 
mière des é(|uations (2) serait égale à i, en diisignant ainsi 
la plus courte distance entre l’axe des z et une percussion. 
La valeur de r prendrait alors la forme 

O 


Ce résultat nous montre que lorsque les percussions sont 
parallèles au plan de deux des axes principaux du rentre de 
gravité, le mobile reçoit une rotation autour du troisième 
axe seulement, et cette rotation est mesurée par le rapport 
du moment des percussions au moment d'inertie relatif à 
cet axe. 

Quant à la suite du mouvement qui succède aux percus- 
sions, il est déterminé, je le ri-pète, par les 3 équations i^l) 
du n° 205. 
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■ 307. — Les mouvements dus à dos pereussionsoii qui, ayant 
cemmem o sous l’influence de causes quelconques, se conti- 
niient ensuite d’eux-mt'ines sans l'intervention de ■fori'cs iil • 
térienres, se présenleiu très -fréquemment dans la nature. 
Notre globe terrestre , par exemple, tourne sur lui-même 
en vertu d'une cause inconnue qui, aujourd'hui, n’agit plus 
sur lui. Les observations les plus exactes ont montré, en ef- 
fet, que la rotation de la terre se poursuit iiuUTiiiiinent d'une 
manière conforme aux formules (1) dun" 205, ce qui établit 
péremptoirement que les sommes des moments des forces qui 
agissent sur elle sont iiulles, circonstance qui peut tenir soit 
à ce que ces forces sont nulles elles-mêmes, soit à ce qu’elles 
sont parallèles et proportionnelles aux masses des diverses 
partieules , auquel cas les sommes de leurs moments sont 
nulles par rapport à des plans coordonnés menés au centre 
de gravité. (”cst cette dernière hypothèse qui convient, 
puisque le centre de gravité de la terre n’a pas un mouve- 
ment nul ou uniforme, mais obéit aux formules (1) du 
n° 202. Ainsi, la cause première de la rotation terrestre a 
maintenant disparu. 

Tous les corps qui sont lancés autour de nous, par exemple, 
les boulets qui s’échappent des canons, les pierres des 
frondes, etc. , ne sont plus soumis pendant leur mouvement 
(abstraction fuite de la résistance de l’air) qu’à la seule force 
de la pesanteur. Or, celle-ci est telle que la somme des mo- 
ments des poids de toutes les particules, par rapport à un 
pian quelconque passant par le centre de gravité, est inva- 
riablement nulle. Le mouvement de ces projectiles a donc 
toujours lieu en conformité des formules précitées, /ic 

A ces divers cas et à bien d’autres encore on peut sans 
aucune difficulté appliquer toutes les déductions, analyti- 
ques ou géométriques, que nous avons présentées, notam- 
ment dans le n** 206.' •->*' 1 J ' IjV 

208. — Il parait inutile de reproduire ici les diverses cou* 
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S 4 k|iiiMu es qiK! ruiiruissoiil, pour les systèmes (luelcoiuiiies, 
les équations générales du nioiivenicut. Ainsi que nous l'a- 
vons dit au cuinmenctmieiit de ce eliapilre, elles sont imiiié- 
diatemeiu applicables aux solides couiine à tous les autres 
systèmes géométriques qu'il plairait de considérer. La .seule 
observation spéciale qui mérite d'ètrc meutionnéc est rela- 
tive à rexpression du travail et de la force vive. 

!Vouvelle forme donnée au travail et à la force 
vive dan* lea solldeH i^éométriqnea. 


Continuons, comme précédemment, à mener parle centre 
de gravité du solide trois axes rectangulaires mobiles, eon.s- 
tamment parallèles aux axes de coordoniu'cs fixes, et entraî- 
nés dans le mouvement de ce centre. Si l’on dé-signe jiar 
r, y, 2 les coordonnées d’un point quelconque, |par rapport 
aux axes lixes, par jf, y,, ses coordonnées relatives, et 
pai-jr,, y,, les coordonnées du rentre de gravité, on aura : 


.T = I, 4- JT, , y = y, -L y. , 


Î = 4- 2,; 


d’où 


r/x f/X| dx, 
"dt ~"dT '*"dï ' 


'lï ^ _u . 

di dt di ' dt di dt ’ 


et, par suite, la force vive du point considéré sera i‘gale à sa 
demi-masse multipliée par la somme des carres des se- 
conds membres, c’est-à-dire multipliée par 



2 ' -1- ^ . 'il' I 

( dt dt dt dt lit dt ) 
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Si l’on ajoutp Ihs qiiniiiilôii un:ilu;;nes, irlalives aux di- 
vers puiiils, on ani'a la force vive lolale du soliile. I.es Irois 
preiniei-s lerines seroni »‘ÿaux à la demi- masse totale mnl- 
lipliée par le carre* de la vitesse du centre de gravité. Les 
trois termes suivants représenteront la force vive dans le mou- 
vement relatif ou dans la rotation autour du centre de gra- 
vité. Les autres termes seront mils : en effet, si l’on prend 

celui-ci, on potirra inellre liors. dtt signe 

(ijT ilx 

1, ce rpti donnera > nu*"*"*'!*^ évidemment nulle 

d’après les propriétés connues du centre de gravité. Si donc, 
on désigne par V, la vitesse de ce centre, par ii la vitesse 
angulaire du point /n autour de l’axe instantané, et par r.sa 
distance à cet axe, de sorte que ilr sera la vitesse ri'lative 
du point m, l’expression de la force vive tota'e du solide 
potirra se mettre sous la forme : 

( 1 ) = + 


C.ette force vive totale est ainsi décompos(*e en deux ait- 
tres : l’une qui (;st celle dont serait animé le solide s'il était 
condensé* à son centre de gravité, l’autre qui provient de sa 
rotation autour de ce centre. 

D’un autre côté, le travail élémentaire absolu d’une force 
est égal à Pt/«cos(r,</jt), d» représentant le déplacement ab- 
solu : mais, si dx, désigne un déplacement égal à la transla- 
tion dit centre de gravité, et d», le déplacement relatif dû à 
la rotation, on a 

ds cos {!’, d-0 = </s, cos (P, </s,) -L ds, cos (P, di,) ; 
et par suite : 

(2) 2lP ils cos (P, ds) = iP ds^ cos (P, i/s,) -f- i Pd.«, cos (P, ds,)-, 

ce qui montre que le travail est décompo.sé en deux autres ; 
11 . 4 - 


Digillzed by Google 


50 


LIVKK V. — SOl.lKES <lÉUMÉTRll>lJtS. 


l’un qui l'si celui qu'eflectiierait la force si elle était appli- 
quée direclemeiit au centre de gravité ; l'autre qu’elle effec- 
tuerait au point où elle est réellement appliquée, si le cen- 
tre de grav ité était fixe. Les intégrales de ces deux travaux 
élémentaires sont d’ailleurs égales, chacune à chacune, aux 
deux forces vives partielles distinguées plus haut , c’est-à- 
dire qu’on a séparément : 

I i/’pdi, cos{P,d.t,) = iMV|; 

r . 

1 1 Pd», CO» (P, ils,) = i iritrn^ . 

Ces relations, évidenles du reste à la piemière inspection, 
auraient pu se dt'-duire du théorème général des forces vives 
dans le moiivemcnl relatif, du n" 171. On sait, en effet, que 
cette force vive, c’esi-à-dii’e est égale au travail 

des forces réelles et fictives estimé dans le mouvement 
relatif. Le travail des forces fictives est représenté par 
— .iP,V,rf/cos( P,, Vt), P, étant la force d’entraînement en 
chaque point. Or, décomposons la force P, en deux, l’une pa- 
rallèle à l’axe instantané, l’autre dans le plan de la rotation. 
Tontes les premières composantes, étant perpendiculaires 
aux lignes décrites dans la rotation ou aux déplacements re- 
latifs, donnent des travaux élémentaires nuis. Quant aux se- 
condes, situées dans le plan de la rotation, elles sont paral- 
lèles entre elles, puisque lotiU's les forces d’entrainement 
sont elles-mêmes parallèles. Si donc, par l’axe instantané, 
on mène un plan parallèle à leur direction commune, il est 
visible, en vertu de la rotation, que tous les points situés 
d’un côté du plan donneront des travaux positifs, et tous les 
points situés de l’autre côté, des travaux négatifs. Mais, ce 
plan passant par le centre de gravité et par suite étant un 
plan moyen, on reconnaît aisément que la première somme 
est égale à la seconde. La deuxième des relations (.1) se 
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trouve ainsi déinonirce ; la premièri; en découle alors natu- 
rellement. 

209. — Les rélalions qui précédent r('•pondent à un ap- 
parent paradoxe qui se présente queUpiel'uis à l’esprit des 
pei-sonncs peu familiarisées avec la mécanique. On s’étonne 
qu’une force agissant sur un corps pendant un temps déter- 
miné communique des forces vives différentes selon qu’elle 
est appliquée sur un point ou sur un autre. Si elle agit au 
centre de gravité, par exemple, elle communique la force 
vive îMV,’, et si elle agit en tout autre point, elle commu- 
nique un supplément de force vive représentée par ; 

Pour la quantité de mouvement, la même diHicullé n’existe 
pas, parce (ju’on voit très-bien que les vitesses supplémen- 
taires des divers points étant, les unes positives, les autres 
négatives, il y a destruction dans la somme, de sorte que la 
(juantité totale de mouvement du corps ne change pas avec 
la position du point d’application. Dans les forces vives, au 
contraire, tous les termes s’ajoutent comme essentiellement 
positifs. Il semble donc (ju'il y aurait avantage, au point de 
vue de la force vive à obtenir, et par suite aussi au point 
de vue du travail à régénérer, à faire agir la force sur un 
point aussi éloigné que possible du centre de gravité. Mais 
ce n’est là qu’une illusion de l’esprit. Il est bien vrai que, 
dans ce cas, la force vive incorporée augmente, mais ce n'est 
qu’au prix du travail dépensé liii-mèmc. Car nous voyons 
qu’aiors le point d'application de la force effectue un plus 
grand parcours, égal à celui qu’elle auiait eu au centre de 
gravité, combiné avec celui de la rotation. Le travail em- 
ployé augmente ainsi en proportion de la force vive obte- 
nue, et, par suite, en proportion du travail ultérieur que 
cette force vive serait capable do régénérer. Ce qui serait 
donc un henefice dans le résultat se résond en dèpen$e 
égale dans le moyen. 

4 . 
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<'a*> |iarli<‘Nlier ilr IVqutllbr«*. 

210. — U’après lu drCmilion de r<'-(iiiilihi e, les foires np- 
pliqiK'es au solide doivent (‘■tre telles que l’état de ri'pos ou 
de mouvement ne soit pas changé si l'on vient à les sn,ipi i- 
mer. Tontes les coordonnées des points devant garder les 
mêmes valeurs, avec on sans la présence des forces, oa 
aura , pour exprimer les conditions d’équilibre , les six 
relations suivantes, obtenues en égalant à zéro les pi eniiers 
membres des six équations du mouvement : 

(1) :i:x = o, IV = O, :>z = o; 

(2) 2:(Y.r — \y) = o, l{\z — Zx) = o , l(Zÿ — Yz)—o. 

Llli*s expriment que, pour que des forces appliquées à un 
solide se fassent équilibre, il faut : 

r Que les sommes algi'-briques de l(>nrs composantes sui- 
vant trois axes soient iiulles; 

2“ Que les sommes algé-briqiies des moments de leurs pro- 
jections sur trois pians soient pairillement nnllcs. 

Les trois axes choisis pour la décomposition peuvent d’ail- 
leurs être placés en nu lieu quelconque; car rien n’a é“té ja- 
mais spécifié sur l’origine des coordonnées, dont le choix 
est demeuré entièrement arbitraire. .Si rorigine des axes est 
supposée plac(-(; au centi-e de gravité, les six conditions 
pn's'édeiites prennent une signirication très-nette : les trois 
premières indiquent que les forces sont sans innnence sur 
la translation du centre de gravité, et les trais dernières 
qu'elles n'iniluent pas davantage sni' la rotation autour de 
ce centre, ün sait, en elfet, que la translation ne dépend que 
de la valeur des composantes des forces, et la rotation que 
de leurs moments. Si l’origine est placée en tout antre |)oinl 
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du solide IViisriiihli; des six (■quations pr(ic('‘(l(’nU's cxprinie 
bien encore (|ue la iranslalion du point choisi et la rolalioii 
autour de ce c^enire ne sont pus iMlluciic(ù's par les forces, 
mais ce ne sont plus les trois preinii-res seules (|ui expi i- 
nienl ce (|ui concerne la Iranslalion, et les li’ois autres ce 
(|iii concerne la rotation. C.ar on sait que pour tout point, 
honnis le centre de j;ravit('- , les ('quations du inouvcinent 
d'cntraineineul et du mouveinenl relatif (h-pendent les unes 
des autres. 

Lorsque les forces sont eu équilibre, le solide n'est pns 
nécessairement en repus, mais il peut, au contraire, avoir 
un mouvement tr(';s-vari(', qui s’elléctue en conformité de la 
Ihé’orie exposée au n" 205. .Alais s’il est en repos avant l'in- 
trudinuion du groupe de forces en ('(inilibre, il demeurera 
encore en repos après. 

Les conditions d'é'quilibre des percussions ou des forces 
instanl.aïu'cs sont évidemment les mêmes, car il faut tou- 
jours ('■galet' à zéro les premiers membres de leurs six équa- 
tions du mouvement; ce qui revient à expruner que, pour 
que des percussions sc fassent équilibre sur un solide, il faut ; 

1° Que les sommes algébriques des composantes, suivant 
trois axes, des qnantilé'S de mouvement (|iii les représentent, 
soient milles; 

2” Que les sommes algébri(jues des moments des projec- 
tions de ces mêmes quantités de nionvement soient pareille- 
ment milles. • 

211. — Les conditions d’èquirutence de deux groupes 
quelconques de forces appliqiié'cs à un solide se déduisent 
aisément de ce qui préciale. Il siillit, en effet, d’exprimer, 
on vertu de la proposition du n" 122, que les forces de run 
des groupes, combinées avec celles de l’autre prises en s(mis 
contraire, doivent être en équilibre. 

Si donc nous désignons par X, Y, Z, x, y, z les forces et 
les coordonnées relatives à l’un des groupes, et par X,, Y',, Z,, 
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x„ tjt, 2, celles qui se rapportent à l’autre },MüUpe, les si\ 
équations iréquivalcncc seroiii les suivantes : 

(1) 2X— iX, = o, :•¥ — iY, — O, 2Z — ^Z,==o; 

( ^(Yo:— Xy) — — X,y,)=0> 

(2) l(\z — Zx) — = o, 

! :î(Zy-Yî)- I(7.,y, -Y,3,) = o. 

Ces équations nous permettent de déduire une consti- 
quencc importante. Ou se rappelle qu’il a été démontré 
(n“ 137) que le groupe de forces instantanées capable de 
réduire au repos tiii système niatéi'iel quelconque, que ne 
sollicite plus aucune force extérieure , donne lieu à des 
sommes de momciits constantes dans cluupie plan coor- 
donné. Comme les sommes des composantes suivant les axes 
sont également constantes, il en résulte que, si l’on l'onsi- 
dère un système solide, le groupe de forces en question, à 
une époque quelconque du mouvement, est écpiivaleut au 
groupe d’une toute autre époque, puisque les six équations 
d’équivalence se trouvent satisfaites. Ainsi, le même groupe 
est capable, à tout moment, de ramener le système solide au 
repos , quelles que soient les positions et les vitesses des 
divers points à l’insiant considéré. De là on peut gt'iiéra- 
liser et dire que si un système quelconque en mouvement, 
sur lequel ne s’exerce aucune force extérieure, vient tout à 
coup à être solidifié, ce système pourra toujours être ramené 
au repos par le même groupe de forces iiistautauées. 

Cette remarque s’applique évidemment au système du 
monde lui-niéme : car le groupe de forces auquel correspond 
sa quantité actuelle de mouvement ne varie jamais. 

212. — La question la plus intéressante qui se présente 
en matière d’éipiivaleuce est de chercher le groupe équi- 
valent le plus simple possible, et spécialement d’examiner si 
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uue force unique pourruil, dans lous les cas, reiuplaccr iiii 
groupe donne-. 

Lorsqu'il s’agit de forces appliquéc-s à un point unique, 
on sait que leur réduction à une seule est toujours possible, 
et que c’est cette résultante qu’on a généralement en vue 
quand on se propose de trouver les forces cajiables d’un 
mouvement déterminé, ün sait aussi que, quel que soit le 
système et le mouvement considéi és, la l eclierclie des fui ces 
comporte nécessairement une inlinilé de solutions, et que, 
dans de semblables questions, c’est, à moins de stipulation 
contraire, le groupe le plus simple qu’il faut trouver. 11 est 
donc conforme à l’esiirit général du problème mécanique de 
déterminer, en ce tjiii concerne les solides, le moindre nom- 
bre possible de forces susceptibles de remplacer un groupe 
quelconque. 

1“ Une seule force est-elle équivalente à un groupe quel- 
conque, ou, en d'autres termes, y a-t-il toujours une résul- 
tante unique? 

A priori, il est évident que non. 

En efl'et, pour qu’une seule force pût remplacer toutes les 
antres, il faudrait que les six équations d’équivalence ci-des- 
sus pussent être satisfaites par des valeurs convenables de 
la force unique, ce qui exigerait (pi’on disposât de six éb:- 
ments distincts, ür, dans les solides géométriques, l’intro- 
duction d’une force ne correspond qu’à cinq quantités arbi- 
traires, savoir : les intensités de ses trois composantes, et deux 
des coordonnées de son point d’application. Je dis deux coor- 
données seulement et non pas trois, parce que, sur un 
solide, une force peut être appliquée en un point quelconque 
de sa direction, en sorte que l’une des trois coordonnées doit 
rester arbitraire, et qu’on n’a pas le droit de disposer de sa 
valeur pour les besoins de la solution. Cette circonstance ne 
se présente pas dans les systèmes g(-néraux, où tous les 
points de la direction de la force ne sont pas inrariahle- 
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meut ««/*, par siiilc mrnic ik- la conslilulioii du syMèmc, 
avec kl point de l’application directe. Il demeure donc ac- 
quis vpi'en introduisant une seule force on ne disposera (pie 
des trois composantes X, , Y, , Z, , et de deux des coordon- 
nées, [»ar exemple, j-|, y,. Les (‘(piations d’i'apiivalence de- 
vraient (’*ti'e satisfaites ind(’'pendammcntde r,. 

Il est visible que les trois premières relations pourront 
être V(‘rifi(‘es, puisqu’elles ne contiennent que les trois com- 
posantes X,, Y,, Z,. C’est entre les liois autres, qui contien- 
nent les coordonnées, cpie l’impossibilité se inanifestera, 
sous foi’me d’une équation de condition, à laquelle devraient 
satisfaire à priori les forces du groupe donné, pour être 
susceptibles d’une résultante nnicpie. ün obtiendra celle 
condition en éliminant deux des cooi’données x, et y,, et ex- 
priniant que l’équation finale, cpii contient z,, est véi iliee, 
quelle que soit la valeur de 

Posons donc les équations d'iMpiivalence, dans riiypothése 
d’une résultante unique. 

Les équations (1) ci-dessus donneront d’abord, pour les 
intcnsik's des trois composantes ; 

X, Y, =XY. Z, = XZ. 

Portons ces valeurs dans les équations (2), qui devien- 
dront : 


X(Vx — \y) — x,XY -L y,X \ = O , 

X(Xi — Zx) - j:, XX -+- X, XZ = O , 

X(Zy- Yï)-y,XZ-f-z,XY =0. 

Eliminons x, et y, entre C(‘s relations. L’opération s’effec- 
tuera très-simplement en les multipliant respectivement par 
XZ, XY, XX, et ajoutant. Tous les termes affectés des coor- 
données de la résultante disparaissent et l’équation de con- 
dition est dès lors la suivante : 
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(3) 17. . (Va; — \y)-\-l\. l(\z — Zj) 4- 

4- -X . -(Zy — Yi) = (.. 

(\*lto rclaliuii est siisecplible d'iiiie iiitcrprétaliuii gco- 

En effet, la ri''sullante unique Ibnue avee les axes des an- 
gles dont les eositius sont pi'opoiiiouiiels aux valeuis de 
ses trois eouiposant<‘s 1\, iY, 17. suivant les inèines axes. 
La relation exprime doue, d’après les théorèmes connus de 
la géométrie, (pie la résultante en question est parallèle à 
un plan qui ferait avec les plans eourdounés des angles 
dont les cosinus seraient proportionnels aux sommes des 
moments ck's forces projetées sur les mêmes plans. 

Mais si le groupe des forces ne peut pas être réduit à une 
seule, il est visible qu’on pourra toujoiii's le ramener à 
deux, et même d’une iiinuité de manières. Car les coordon- 
iié-es des points d’application de ces deux forces fourniront 
cpiatre quantités dont on pourra disposer pour satisfaire aux 
trois relations (2), ce (|ui sera surabondant. Quant à l’in- 
tensité de ces deux mêmes forces, on ne la connaîtra pas sé- 
parément pour chacune d’elles : ou n’aura que la somme de 
leurs deux grandeurs, qui sera déterminée par les ti ois rela- 
tions (1). 

213. — Lorsepu' toutes les forces sont situées dans le 
meme jtlau, le nombre des éipiations d’équilibre ou d’éipii- 
valence se simplilie naturellemmit. Si nous pmious ce plan 
pour plan des xy, par exemple, il faudra, dans les formides 
géiiéuales, supposer Z — o, : = u, en sorte qu’on n’aura 
|)lus que les trois équations suivantes : 

(1) :iX = o. :iY=o, 

(2) ::(Yx -Xy).= o, 

(pii expriment ipie les sommes des composantes suivant 
deux axes situ(4 dans le plan des forces, et la somme de 
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leurs inomenis par rapport à l’origine de ces axes, sont sc- 
paréiiu-iit milles. 

Lorsqu’il n’y a pas équilibre, il y a évidemment une résul- 
tante unique, car l’équation de condition (3) du numéro 
précédent est identiquement vériliée par riiypothèse de 
Z = o , :=o. Quant au point d'application de cette résul- 
tante, il ne dépend que de la seule équation 

x,iY — y,^X-L2:(Yx - Xy) = o , 

ce qui le laisse indélerminé : résultat conrurme à ce que 
nous avons dit à ce sujet d’une manière générale : en effet, 
la position de ce point est quelconque sur la direction de lu 
résultante. 

211|. — Force» pnrnilcle». — Lorsque toutes les forces 
appliquées au solide ont une direction commune, le nombre 
des équations so siinplirie également. 

Prenons cette direction pour axe des Z. 11 faudra, dans 
les formules générales, supposer X = o, Y=o, Z = o. 
Rien n’enipcche, en effet, d’admettre que toutes les forces 
sont appliquées aux points mêmes où les ligues suivant les- 
quels elles agissent rencontrent le plan des xy. Les équa- 
tions deviennent alors : 

2Z = o , 

XZx = 0 , iZy = 0 ; 

c« qui signifie que la somme algébrique des forces doit être 
nulle, ainsi que les sommes de leurs moments suivant deux 
plans parallèles à la direction commune. 

\ défaut d’équilibre, il y a une résultante unique, qui est 
déterminée par les valeurs suivantes : 


( 1 ) 

( 2 ) 


Z. 


^.r 

2Z 


ce qui nous montre ; 


= 1Z, 


y, 
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1" Qiu: l’intensité tli? la résultante iiniciuc est égale à la 
suniine algébritiue de toutes les forces parallèles appliquées 
au solide, ou, ce qui revient au même, égale à la différence 
entre la somme des forces qui agissent dans un sens et la 
somme de celles qui agissent en sens contraire; 2” (|ue le 
point où sa direction coupe le plan perpendiculaire à la di- 
rection commune se détermine en divisant la somme des 
moments par la somme des composantes relatives à deux 
axes quelconques tracés dans ce plan ; ou, en d’antres ter- 
mes, que le moment de la résultante, suivant deux plans 
quelconques parallèles à la direction des forces, est égal à 
la somme algébrique des moments des composantes suivant 
les mêmes plans. 

Au sujet des momvnlx des forces parallèles, on adopte 
ordinairement une antre locution. On appelle moment d’une 
force par rapport à un plan parallèle à tu direction le 
produit de celte force par sa distance an plan. Ainsi le mo- 
ment 7,j", par exemple, qui figure dans les relations ci-des- 
sus, et que nous considérions comme le moment, par rap- 
port à l’origine,' de la force en projection dans le plan des 
zx , s’appellera moment de la force par rapport au plan 
des zy, puisque x désigne la distance de la force au plan 
zy qui lui est parallèle. D’après cette nouvelle définition, 
les relations qu’on a établies précédemment seront sus- 
ceptibles d’un énoncé différent. Les équations (2) , par 
exemple , exprimeront que le moment de la résultante 
est égal à la somme algébrique des moments des compo- 
santes, par rapport à chacun des deux plans parallèles, 
et, par conséquent, par rapporta un plan parallèle quel- 
conque. 

Contèquence. — Considérons un solide formé d’un nom- 
bre quelconque de points matériels invariablement unis. 
Supposons qu’à tous ces points soient appliquées des forces 
parallèles p, p', p",... de grandeurs tout à fait arbitraires. 
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Ki«‘irii'cni|K-clirr:i d»; dcUTniiiicr, parullèloiiiciU à la dii(‘<'- 
lioii de CCS forces, un plan moyen de» moment» de» for- 
ée», uhsolimicnt conime on délerininc un plan moyen des 
nionieiits des masses au n° 126. .\e(uelleinent, si toutes ces 
forces viennent à recevoir une autre direction, sans cesser 
d’ailleurs d'ètre parallèles entre elles et en conservant leurs 
mêmes grandeurs, on pourra dctcrmimM' un autre plan 
moyeu parallèle à cette nouvelle dirci lioii; et ainsi de suite. 
Ku répétant la même démonstration (pi’au numéro précité, 
on verrait que tous ces plans moyens se coupent en un 
même point, qui est conséquemment tel ([ue, si l'on mène un 
pian quelconque par ce point et qu’on apprupie aux divers 
points du solide des forces parallèles /), //, p",..., la somme 
aljîébriqiiedes moments de toutes ces forces par rapport au 
plan est<-gale à zcm'o. En repi-oduisant toujours la même sé- 
rie de raisonnements, on verrait (pie, pour tout auti'c plan 
parallèle ne passant pas par le (centre- ainsi déterminé, la 
somme des moments de toutes l(!S forces parallèli s est (‘gale 
à la somme des forces p multiplié-e par 1a 

distance du centre à ce plan. Or ou a vu plus haut que c’é- 
tait là la propriété d(“ la r(>sultante. Donc on peut être as- 
suré ipie la résultante passe par le (■entre. Et, comme cela a 
lieu quelle que soit la direction commune des forces appli- 
quées, on en conclut que le centre des monumts d(!S forces 
parallèles est le point par lequel passe constammeiit la r('■- 
sultaiite des for(;es. C’est pourquoi on lui a donné le nom de 
rentre de» forces parallèle» , expression qui signilie qu’il 
est le centre d’applicaiioh de la n'siiltante des forces paral- 
lèles, quelle qu’en soit la direction. 

Si toutes les forces p, p’, p" venaient à recevoir des gran- 
deurs difTérentes, tout en conservant leurs rajiports mutuels, 
il est visible que la position du centre ne changerait pas. 

Si l’on suppose (pie les forces soient précisément propor- 
tionnelles aux masses des divers points où elles sont appli- 
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ijlipps, le centre den forcex parullèlen sp coiiloiiJru avpc te 
centre dex ininnentx dex inuxxex ou le centre de ijrarite', 
IpI (fii'il a Plp s|ippiru'; au ii" 125. Ou peiil iIüik; (li'lliiir lp 
centre de ijrnritè nn \wn\l tpl que, si le corps consiclt’TP 
Plaît solide gPOiiip|rii|UP, il servirait de point d'application 
à la rcsultanlp de toutes les actions de la gravité. 

Il résulte de là (pie la pesanteur, dans les coi'ps solides, 
peut toujours être reinpiaia-e par une l'oree unique agis- 
sant au eentre de gi-aviié ; ce qui montre bien pourquoi elle 
n’a point d’iu(luencesni' leur mouvement de rotation, comme 
les lormuh^s analytiques des numéros précédents nous l’a- 
vaient d’ailleurs appris. 

215. — La propri(-té (jue nous venons de reconnaître 
pour le centre des forces paiallèles, relativement aux som- 
mes des moments de la résultante, va nous fournir un moyen 
de déterminer la position de la résultante, de même (pi’aii 
n° 126 nous déterminions le centre de gravité. Nous raim’î- 
nerons (‘gaiement cette rcclierche à une succession de conj- 
positions binaires. 

1° Soient les deux forces 1’ et P', dont il s’agit de trouver 
la résultante en grandeur et en position. 

Nous savons imméliate- 
ment que la ri’-sultaiitc sera 
( onteiuie dans leur plan. Il 
sullit de trouver sa distane(‘ 

H •V 

2 — a ces loi’cps. 

Soit Ü.K une ligne quel- 
conque perpendiculaire à la 
direction commune, et coti- 
I*’ pant P et P' en A et II. Soit 
Eii'. 5(1. U la r(■•sultanl(• clierchée et 

C le point oi'i sa direction est coupée par la même ligm; OX. 

(’.e point C est détermiin- par la (;on liliüu que la somme 
algébriqu(‘ des deux momenls de P et P' (lesqmds sont de 
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signes euiUraiies), pai' l appurt à un plan mené par C U pw- 
pciidicalaircmcnl à celui de la figure, soit égale à /a-i'o. Ces 
nioinenis sont égaux respectiveinenl à P. AC et P . CB. Re- 
présentons A B par <i, A C par or, on aura : 

flP' 

Vx = P’(a — x); d’oit x = ; 


c’est-à-dire <jue le point C partage la distance A B des deux 
fui 'ces en longueurs inversement proportionnelles aux inten- 
sités de ces forces. 

Quant à la grandeur de la résultante, on sait qu’elle est 
égale à P' -P P. 

Si la force P est dirigée en sens contraire de la force P', la 

aP' 

formule précédente donne — p. Si P est moindre en 


valeur alisolm* cpie P', celle 
quaniité est positive et plus 
grande que n. L’intensité 
de B est d’ailleurs égale à 
P' — P. Cela nous montre 
que la résultante est égale à 
la différencedes deuxforc.es, 
([u’elle agit dans le sens de 
la plus grande, et qu’elle est 
située liors de l’intervalle 
qui les st'-pare et du cété de la plus grande, à une distance 
qui augmente à mesure que la différence des deux forces 
diminue de plus en plus. File occupe donc la position CK de 
la figure ci-contre. Du reste , en appCupiant la formule des 
moments à la présente consiruciiou , on retrouverait sans 
flP' 



difficulté la valeur x = 


P — P‘ 


Comèiiuence. Supposons que P, agissant eu sens cou- 
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iraii« de P' et imiindrc en valeur absolue que celle-ci, aug- 
meiile de plus en plus et se rapproche iudé6nimeril de P'. 
L’intensité de la résultante P' — P ternira indéfiniment vers 
zéro, et en niênie temps sa position C R s’éloignei-a à l’infini 
du point A, puisque la distance x est toujours représentée 

par p 7 -^^. A la limite, c’est-à-dire quand les deux forces 

seront égales, on voit que la grandeur de la résiiltanle sera 
mtllejpl placée à une distance infinie : ce qui nous montre 
que , dans ce cas , il n’y a pas de force unique qui soit 
équivalente exactement aux deux forces données. C’est ce 
dont il est facile de se rendre compte à priori. En effet, les 
deux forces étant égales et de sens contraires, les sommes 
algébriques de leurs composantes suivant trois axes sont 
nulles : par conséquent le centre de gravité- est immobile. 
Donc, déjà, une force unique ne peut remplacer les deux 
forces, car cette force unique mouvrait inévitablement le 
centre de gravité. Mais, d’ailleurs on ne peut pas dire que 
les deux forces en question se font équilibre, car, si l'on 
place, par exemple, l’origine des coordonnées au centre de 
gravité, et si l’on prend l’axe des x parallèle aux deux forces 
et le plan des xz parallèle à leur plan, on voit que les mo- 
ments sont nuis dans les plans des xy et des yx, mais que 
dans le plan des xz la somme algébrique des deux moments 
ou la dilTérence de leurs valeurs absolues est égale à Po, en 
représentant toujours para la distance entre les deux forces 
données. Le solide doit donc commencer à tourner autour 
de l’axe des y, ainsi que le montre la seconde des rela- 
tions (1) du n° 204, laquelle, à l’origine du mouvement, où 
p, q, r sont nuis, prend, dans le cas actuel, la forme 


Pa = B 


dt ' 


2° Supposons maintenant qu’on cherche la résultante de 
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li'üis foifcs paralli-lcs, ol (ii y:^•ll(■•l■al d’mi noinbro qiicl- 
« uiiqup (i(! forces. 

Oii diercluTa d'abord la r('-sMllaiiU; de deux d’i'iilia' elles, 
puis ou composera celle résullaule avec la troisième, puis 
avec la qualriènie ; el ainsi de suite. Si, parmi les forces, les 
unes soûl positives, les autres lu’gatives, on pourra diercli(!r 
d'abord 1a résullaule de toutes celles (|ui agissent dans uii 
sens, el ensuite la résullaule de toutes celles qui agissent 
en sens contraire. T.a composition de ces deux résultantes 
partielles fournira la lésultante totale, à moins qu’elles ne 
St! trouvent dans les cas particuliers ci-dessus, c’est-à-dire 
à moins qu’elles ne soient égales en valeur absolue. 

3 H). — llemnrqne générale sur In eompoKlIlon de 
loules les forées d'un solide. — Les théories qui priVè- 
dent permetteut de voir netlenienl pourquoi tonies les forr-es 
qui agissent sur uu solide sont toujours susceptibles de se 
rt'-duire à deux, el pourquoi elles ne peuvent pas gfuiérale- 
menl se réduire à ime.seide. 

En elTfîl, imaginons qu’on fasse passer dans le solide un 
plan quelconque, el que toutes les forces soient aiipliqiu'cs 
aux points où les prolongements de leurs directions ren- 
coulnîiil ce plan, (’.liaipie force pourra être renq)lacée pat- 
deux autres, rune parallèle à une direction d('-lerminée, 
par exemple perpeudieulaire au plan, l’autre située dans ce 
plan lui-ménie. Toutes les forces perpendiculaires auront 
une résultante unique, d’après ce qu’on a vu sur les forces 
parallèles ; toutes les autres auroul (■gaiement une r(■•sul- 
tiinle unique, puisqu’elles sont situées dans le plan. Os 
deux résultantes, n’élaiit généralement pas eonlenues dans 
un même plan, ne se réduiront pas àuiu'seule. 

On voit en inènu' temps que celle nhlueiion peut se faite 
d’une iuliiiitt! de manières : car le pian choisi el la diree- 
lioii commune sont entièrement arbilrair(!S. 

317. — One tlu'-orie sur i’('(piilibre el l’t-tpiivaleuee des 
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foTPPS appliquées à un système de forme invariable, consti- 
tue, avec la composition des forces concourantes on appli- 
quées à un point unique, ce qu’on est convenu de no i nier 
la Stutique fifemeiilaire. 

Ainsi que nous l’avons dit dans notre premier livre et dans 
la cinquième proposition du second, on établit ordinaire- 
ment ces thi'orèines d’une manière directe, et sans faire iit- 
tervenir les notions de la dynamique. En ce qui concerne 
les forces coiieourautcs, on rencontre un obstacle fonda- 
mental, provenant de l’invalidité des moyens purement lo- 
giques, Pt l’on est conduit à une pétition de principes mani- 
feste. O premier inconvénient accepté, on pcui, à la vtU’ilé, 
sans nouvel ('cueil de ce geni’e, démontrer la composition et 
l’équilibre des forces parallèles, et ensuite des forces quel- 
conques. ün conçoit, en effet, qn’il est très-aisé de passer 
du cas de deux forces qui se coupent au cas oit leur angbr 
diminue de [tins en plus, rne foule de méthodes ont été 
employées dans ce but, qui sont inattaquables an point de 
vue de la rigueur du raisounenicnt. Mais on se ti oiive en 
présence d’un inconvénient considérable, qui est de n’avoir 
aucune idée du genre d’efl'et que les forces qu’en étndic ainsi 
peuvent avoir sur les corps auxquels on les suppose appli- 
quées. Quand un considère, par exemple, le cas particulier 
de deux forces parallèles, égales et de sens contraires, un ne 
peut nullement se rendre compte delà rotation, sans trans- 
lation, qu’elles déterminent. Bien plus, l’ensemble de la 
théorie des couple», qui est en grande partie cause du main- 
tien de la statique comme science directe, n'a elle-même 
toute sa portée et ne jette sa complète lumière sur la méca- 
nique qu’autant qu’elle a été précédée de l'étude générale du 
mouvement. Cest ce que nous reconnaîtrons aisément dans 
un prochain chapitre. 

— o<C.^OdO<=>— 

II. 5 
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MÉCAMQl’E DES SOUDES GÉOMÉTRIQUES ASSUJETTIS A DES 
UAISONS. 


Étant données des forces ijuelconqnes qui sollicitent «n solide géomé- 
trique assujetti d certaines liaisons , déterminer le mouvement de ce 
solide ; 

/ 

ou réciproquement : 

Étant connu le mouremenl du solide, Irourer les forces qui pourraient 
le produire. 


Parmi ions 1rs problèmes que nous pourrions nous pro- 
poser sur le mouvement d'un solide géométrique assujetti üi 
certaines liaisons, nous examinerons les suivants, qui sont 
les plus importants : 

1“ Le solide est assujetti à tourner autour d'un point fixe; 

2' Il tourne autour de deux points fixes, ou, ce qui re- 
vient au mémo, autour de la ligue invariable qui les joint; 

3" Il s'appuie par un ou plusieurs points sur une surface 
de forme invariable. 
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.flouvenicnl autour d'uu point fixe. 


218. — Ce cas ne [iréscnle aucune dillicnlté et ne dunne 
lieu à aucune considération nouvelle, après ce qui a éié déjà 
dit au sujet de la roialiun spontanée autour du (‘entre de 
gravité. On sait, en elTet, que, lorsqu’on établit les équations 
du niouveinent lelaiil', par rapport à un point <|uelconque 
du solide où l’on suppose placés les axes de coordonnées 
mobiles, on a des termes dus à la force d’entrainement des 
divers points, termes qui disparaissent di-s ((ne le point 
choisi pour origine des axes mobiles est invariablement lixé. 

Les (‘quations prennent alors identiquement la même forme 
((lie celles qui concernent la rotation autour du centre de 
gravité, lorsque le solide est entièrement libre dans l’espace. 
Du reste, il est facile de se convaincre directement que, si 
l’on l epreiid toute la séi ie des raisonnements présentes aux 
11 “ 202 et suivants, on (icut continuer à les ap|ili(]ii(‘r inté- 
grah'inent ù un point quelconque supposé fixe, au lieu du 
centre de gravité, pourvu que, dans le discours, on sp(M‘ifie 
qu’il s’agit actuellement des axes et des moments principaux 
relatifs au point fixe , ainsi que des vitesses angulaires 
autour de ces axes et de l’ellipsoïde central forme pour ce 
mêin(; point. Si l’on a soin de donner cette signification aux 
quantités qui figurent dans les (‘quations (1) du n" 206, 
('(•lles-ci peuvent être maintenues pour exprimer le mouve- 
ment autour du (loiiil fixe. 

On voit ainsi que si un solide assujetti à une semblable 
liaison a reçu un mouvement quelconque, par suite de forces 
continues ou de percussions, il continue indéfiniment à 
tourner autour dû point fixe suivant les lois qui ont été 
exposées, c’est-à-dire en entraînant l’ellipsoïde central de 
ce point, et le faisant rouler sans glissersur un certain plan 
5 . 
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de position invariable. On peiil dire aussi que ce mouvement 
s’efleciiie eu vei'tii du roulenieiil d’un cei lain cône, lié au 
solide, sur un autre cône innnobile dans l'espace, les deux 
cônes ayant leur sommet commun au point fi.xe. 

Ëqiiililyre. — Quant aux conditions d’équilibre, elles se 
réduisent évidemment à trois, qui consistent en ce que les 
sommes des moments des forces projetées dans les trois 
plans coordonnés menés par le point lixe doivent être sé- 
pan'-ment nnlles. Les sommes des composantes de ces mêmes 
forces suivant les axes sont nalnrcllement annulées par les 
coinposanli's de la force indéterminée qui représente la ré- 
sistance iiuIrTinie du point fixe suivant une direction quel- 
conque, résistance qui ne donne Heu à aucun lermi' dans les 
sommes des moments, puisque son propre moment , par 
rapport à l'origine des axes, est nécessairement nul. 


Msiivemeiit autour d’un axe flxe. 

219. — Ou ii’a plus, dans ce cas, qu’une seule équation 
de mouvement, puisqu’un seul déplacement est possible, 
savoii' la rotation autour de l’axe qui , pur sa fixité , oblige 
chaque point àdé-crire un arc de cercle d’un rayon constant. 

On peut preiidie l’axe fixe pour l’un des axes de cooixloii- 
iiées, celui des z, par exemple. Alors, les composantes de 
toutes les forces appliquées au solide sont évidemment dé- 
truites par la ré-sislancc de l’axe fixe, dans le sens des j-, 
des y et des z, ce qui fait disparaître les trois premières des 
six équations gémérales du moiiveineiit de tout solide. Deux 
des autres éipiaiioiis, reiiferinant les moments dans les plans 
des et des yz, disparaissent égaleineiit par suite de la 
même résistance. Il ne reste que l'équation relative au plan 
des xÿ, perpendiculaire à l’axe lixe, parce que la résistance, 
quelle qu’tdlc soit, ne peut introduire aucun terme nouveau 
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dans lu somme des momciiLs pris pour ce plan. L’unique ' 
équation du iiioiivenienl est donc : 


0 ) 




id'y 


dl^ 



On pourrait, du resie, la di’duirc direeleiiienl de r(k|iiation 
generale des iiioiiieitls virtuels, sans recourir à la eoniiais- 
saiice des six équaliuns d'un solide libre. En cflel, lu rela- 
tion des iiionieiils virluels, 


(\ox- 4- Y Jy -t- Zoî) = Im d.v + ^ dy + 


d'^y 

dl‘ 


d‘‘z ^ \ 


exprime, coniiiic on suit, (|ue lu .soinnie des momenis des 
forces extéi ieiires est égale à la somme 
des momentsdes forces conservées, pour 
tons les déplacements compatibles avec 
l'invariabilité du solide et les liaisons 
spéciales auxipielles il est assujetti. 
M, Soient A et B les deux points fixes, M un 
point quelconque du système et MM, 
^ un déplacement virtuel, tel par consé- 
(luent que BM, = BM, AM, = .\M. 
Le déplacement .ALM, est an arc^ de 
cercle situé dans un plan perpendicu- 
laire à AB. Il en résulte d’abord que 
Fig. 56. est forcément nul, ce qui réduit l'équa- 

tion générale ci-dessus à 




Tra(;ons en plan, pour plus de facilité, la figure IM.M, et 
menons dans ce plan lar et ly parallèles aux axes des x et 
des y. Un aura : 
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Jx = M/l = MM, cosAMM, = MM, sin MI/j = 

MM, , 

= -j~-y = y . angle MI M,; 


il faudra affecler celle qiinntité du signe moins, puisque 



deux puiiils. C’esl ce qu’il est aisé de vériüer en raisani la 
construction gi'oinétrique. Par conséiiuent, l’angle Ml.M,, 
constant pour tous les points du système, peut sortir de 
sous le signe -, cl par suite l’équation des moments virtuels 
se réduit à l’équation (1) déjà trouvée. 

220. — De même que nous avons senti la nécessité, pour 
le moiivemonl des solides libres (n"* 202 et suivants), d'ex- 
primer les déplacements des divers points en fonction des 
rotations autour des trois axes, afin d’éviter les combinai- 
sons impraticables des équations de liaisons di's points deux 
à deux, de mente, dans le cas actuel, nous exprimerons 
toutes les coordonnées en fonction de la rotation autour de 
l’axe fixe. 

Si nous appelons A l’angle compté de gauche à droite, à 
partir de l’axe des x, nous verrons aisément, en nous re- 
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portant à la figure du numéro précédent, qu’on a les rela- 
tions : 


X = r cos A , y = r sin A ; 

dx — — r sin ArfA , dy = rcosAdA; 


et, par suite : 

d’y iPx d (xdy — ydx) 

dt’ * dt’ ^ d(" 

d (»•’ cos’AdA 4- i" sin ’AdA) _ , d’A 


puisque r ne varie pas avec le temps. Le terme du au point 
considéré, dans l’équation du mouvement du solide, sera 
donc : 


Pour un autre point du système, on aura un terme ana- 
logue (pii ne différera du précédent que par la valeur de 
m et de r. On pourra, en effectuant la suniinc pour tous 

les points, faire sortir la quantité du signe 2, en sorte 

(P \ 

que la somme de tous ces termes deviendra 1 m r*. La 

quantité n’est autre chose que le moment d'inertie du 
solide par rapport à l’axe fixe : nous représenterons, pour 
abréger, ce moment par I. Quant au premier membre 
i(Yx — Xy), qui désigne la somme des moments des forces 
projetées sur le plan des xy, nous le remplacerons, confor- 
mément aux notations déjà adoptées, par ^Qy. L’équation 
du mouvement du solide prendra ainsi la forme 

(O = 
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qn'on pourni égulcmeiit écrire : 


0 ) 


^07 = 1 


t/ii 

dt 


ni a|i|>clunl ii la vilcssc aiigiilairi^, cl iTinaïqiiaiil (|tic, par 
défiiiilioii, 12 = . 


La relation que nous Yenons d'établir ne contient plus 
qu'une seule inconnue, savoir l'angle A ou la vitesse 12. On 
pourra de la sorte trouver au bout d'un temps quelconque la 
grandeur, en degrés, de l'aiiglc décrit depuis l’origine du 
mouvement, ei, par suite, la position exacte du solide à 
l'instant considéré. 

Si l’on rapproche la relation ci-dessns de celle qui cou- 
cerne le inonvenient d’un point matériel unique, un trouve 
qu’il y a entre elles correspondance parfaite. En effet, on a : 


d’une part, 


l\ — m 


dv 

dii^^dt' 


et d autre part , zQq — m , 


(àîla nous montre que le moment de» force» , estimé per- 
pendiculairement à l’axe fixe, le moment d'inertie du so- 
lide, la rite»»e angulaire et Vangle décrit jouent vis- 
à-vis les uns des autres exactement le même rôle que la 
compo»antc de» force», estimée suivant une direction don- 
née, la ma»»e du point matériel , la ritc»»e linéaire et la 
longueur parcourue. En d’autres termes, une théorie qui 
serait établie en donnant aux mots de force, de ma»»e, de 
rite»»e et de longueur le sens qu’ils ont actuellement, sub- 
sisterait en totalité si, pur ces mêmes mots, un venait à 
entendre les mêmes choses que par ceux de moment de* 
force» , moment d’inertie, rite»»e angulaire et angle dé- 
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('rit. — Ce rapproehein«‘iil nous montre une fois de plus 
que les relations saisies par notre esprit entre les divers ob- 
jets qu’il considère sont beaucoup plus larges cpi’il ne le sup- 
pose tout d’abord, et que d’autres objets, auxquels il ne songe 
pas, satisfont aussi à ces inênies relations. De tels faits se 
produisent fréquemnieut dans l’ordre purement logique ou 
le ealeul; et c’est ce (pii faitdiie que les foi mules mathéma- 
tiques sont plus générales que les problèmes spiieiatix qu’on 
a en vue. Cette plus grande généralité a pour double résul- 
tat de conduire à des solutions qu’on ne cherchait pas, et 
d’(*clairer du nn-mc coup plusieurs sortes de questions qui, 
au premier abord, semblaient indépendantes les unes des 
autres. Dans l’ordre des faits physi(pi('s, on trouve des exem- 
ples analogues ; c’est ainsi (pie la formule qui exprime lu lui 
de la force de gravitation, dont riiiiensité varie, comme on 
sait, en raison inverse du carré des distances, exprime en 
inénic temps la loi d(.‘S variations du son, de la lumière et d(f 
la chaleur. En géométrie, on en pourrait citer itti grand nom- 
bre de cas. Telle est la formule très-simple qui exprime le 
produit de la base par la hauteur, et qui convient à la fois 
au parallélogramme, au prisme, au cylindre, etc. En méca- 
nique, nous avons d<‘jà rencontré plusieurs exemples de 
cette coïncidence, et nous en verrons encore d’antres par lu 
suite. C’est même parce (|ue ces rapprochements sont tres- 
fri'-qiieiits , au lieu de constituer une exception, (pte les 
sciences rationnelles sont susceptibles de résumer leurs ré- 
sultats en un nombre restreint de formules matliématiqucs. 
t. f l’our en revetiir à la relatioti pn-eiHleiite, •- r 


iQr/=l 



(ILl 
dt ’ 


nous voyons que, sans déinoustratioiis nouvelles, on peut 
immédiatement (;onclure : 

Que, lors(pie le moment des forces est nul, la vitesse an- 
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gulaû'c demeure cousianic, cl que l'angle décrit augmente 
uiiiruriuémciil avec le temps ; 

Que, lorsque le moment des forces est constant, la vitesse 
angulaire augmente uniforméinent, et que les angles décrits 
augmentent comme le carré des temps; 

Que, pour des corps ayant le même moment d'inertie, les 
moments des forces qui les sollicitent sont proportionnels 
aux vitesses angulaires cominiiniquées au bout du même 
temps, et en l aison inverse des temps au bout desquels la 
même vitesse angulaire est communiquée.; 

Que les momenls des forces sont proportionnels aux 
moments d'inertie des corps qui reçoivent la même vitesse 
angulaire, nu bout du même temps. 

221. — On trouverait l'équation du mouvement (1) en fai- 
sant usage du principe général présenté à la fin du n° 142, 
et consistant en ce que , pour tous les sy.stémes matériels 
à liaisons complètes, l’éqnation des forces vives suffit pour 
résoudre le problème, et constitue précisément l'unique re- 
lation cherchée. En effet, appliquons au cas spécial qui nous 
occupe l'équation générale 

i {\dx + Y dy -\- Zdz) — Id ^ m V' . 


On a ici : 

d^K 

dz—o, dx = — i/dA, dij = xd.S.y V=iil, (/ i ¥’= r’dA ^ . 

Si l'on substitue, il vient : 

d\ . — Xy) = dA • ^mr- ; 

ce qui donne l'équation connue. 

222. — La condition d'équilibre se déduit très-simplement 
de ce qu’on a déjà vu. Pour que l'iiUroduction on la suppres- 
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sioii des forces n’inlluc pas sur le inouveineiU du solide, il 
faut qu'uii ait : 

-Q</ = o. 

Ainsi, la coiidilioii unique pour que des forces se fassent 
équilibre autour d’un axe fixe, c esl que la soiuine algébri- 
que de leurs luoiuents soit nulle par rapport à un plan per- 
pendiculaire à cet axe, ou, ce qui revient au luèine, que iu 
soiuine des travaux é'Ii'-iiieiitaires de loules ces forces soit 
égale à /.i-ro. 

Il suit de là que, lorsque les forces soûl au uoinbre de 
deux, leurs inoiiienls sont égaux eu valeur absolue cl de 
signes contraires, üii peut dire aussi que les intensités de ces 
forces sont iiiverseineul proportionnelles aux bras de levier 
de leurs projections dans un plan perpeiidiailaire à l'axe lixe. 

On voit en outre que la position des points d’application 
des forces ii'iniportc pas à l’équilibre, et que ccl équilibre 
persiste, ((uellc (|ue soit la situation du uioineul par rapport 
à l’axe lixe, pourvu que sa grandeur ne change pas, c’est-à- 
dire pourvu cpi’il demeure dans un plan parallèle à son plan 
primitif. 

La condition d’équilibre est eu même temps la condition 
d’équivalence. Ainsi, deux forces peuvent être substituées 
l’une à l’autre, pourvu que leurs moments soient égaux, et 
une force peut être transportée comme on voudra sur le 
corps solide, pourvu que son moment ne change pas. 

Si l’on a un nombre cpielconquc de forces, il faut, pour 
l’équilibre, que la somme des moments de toutes celles qui 
tendent à faire tourner dans un sens suit égale à la somme 
des moments de celles qui tendent à faire tourner en sens 
contraire. 

Lorsque les forces ne se fout pas équilibre, on peut tou- 
jours les remplacer par une seule, et cela d’une intinité de 
ma'hières : il sufiit que cette force soit telle que le produit 
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dt! s:i projiTlioii sur un plan perprndifulaire à l’axe lixe, 
inulliplié par la luugueur ü<‘ son bras de levier, suit égal à 
la soniine des niuiiients de toutes les Ibrees données. 

11 y a toujours intérêt à ehoisir la foree unique de manière 
à ee que sa direeliou soit à la fois perpendiculaire au rayon 
du cerele décrit par son point d'application et à la direction 
de l’axe fixe. Car cette force se eonfoud alors avec la pro- 
jection qui fournit le moineiit moteur; et il est visible que 
toute la partie d’une foree qui n’est pas employée à fournir 
ce moment est perdue pour le mouvement à produire. 

233. — KITorlM Hiipporté* par l’axe fixe. Lorsipi’un 
solide se meut autour d’un axe fixe, cet axe supporte évi- 
demineut certains efforts, qu'il détruit par sa résistance pro- 
pre, et (pii sans cela auraient pour résultat d’eutraiiier le so- 
lide hors du mouvemeut rotatoire qu’il excicutc effectivement. 
Il en est du reste de eetaxe comme des liaisons quelcompies 
que nous avons eu occasion d’examiner, et que nous avons 
recoiiiuK'S équivalentes à certaines forces d’intensités plus ou 
moins grandes. Comme la rotation dont il s’agit est un des 
faits pralicpies les plus fréquents, il y a lieu de se livrer à 
une évaluation spéciale des résistances de l’axe fixe, afin 
d’apprécier si ces résistances ne jioiirraient pas l'tre dimi- 
nucîcs par des dispositions convenables, et, en tous cas, si 
l’axe qui est destiné à les produire jiossède nue soliditi- suf- 
fisante : car, dans l’application, ne l’oublions pas, les corps 
(pielcoiiqiies au moyen desquels nous réalisons approxima- 
tivement nos liaisotis th(‘oriques ne possèdent jamais cette 
rigidité iudiTinie que nous leur supposons dans la mécanique 
rationnelle. 

Pour résoudre la question que nous avons en vue, il suflit 
de prendre une marche analogue à celle qui a d(\jà étii suivie 
pour l’étude du mouvement d’un point matériel sur une 
coui'be ou sur une surface fixe. On peut ('tablir les équa- 
tions générales du solide eu le considérant comme libre. 
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pourvu que, parmi les forces motrices, on comprenne celles 
qui équivalent à la résistance de l’axe et (|iii mesurent pn'-- 
cisément les efforts que nous voulons apprécier. 

Soit Ü et H deux points üxes, clioisis arbitraiicinenl 
sur l’axe, et qui suffiront à assurer la fixité de cet axe. Nous 

placerons l’origine des coor- 
données au point 0, nous 
prendi onsOII pour axe des 
et nous mènerons rec- 
tangiilairemenl deux autres 
axes de coordonnées t)X, 
Oy. Nous désignerons par// 
N la distance OH des deux 
points fixes. Soit P une quel- 
conque dos forces appli- 
FiR. 58. quées au solide, M son point 

d'application, P, la force, inconnue eu direction et en gran- 
deur, qui représente la résistance du point 0, et Pj la force 
pareillement inconnue qui représente la résistance du pointil. 
Nous pourrons, comme nous l’avons di'-jà dit, considén-er le 
solide comme libre, pourvu que nous adjoignions les forces P, 
et P, à l’ensemble des forces P, dans les six équations du 
mouvement. 

Nous écrirons donc ces six équations, en remarquant 
préalablement que leur forme peut être simplifiée, puis- 
qu’on a : 




iPz 

dO 




dy_ 

dt 


= TÜ . 


= o. 


d}x diï 

dp ^lî 


— lii’ , 


dt^ dt ’ 


En faisant la substitution, on obtient certains lerm(>s qui 
ont pour multiplicateurs 1in.v <‘t Itny. Nous remplacerons 
ces soiumes respectivement par M; et Mr,, en appelant M la 


Digitized by Google 


78 tlVRE V. — SOUDES GÉOMÉTRIOOES. 

masse totale du solide, et i, r, Ç les coordonnées du centre 
de gi-avité. 

Finalement, en nous servant d’ailleurs des mêmes nota- 
tions que prt^îédemment, les six équations deviennent : 

(I) 

( 9 ) 

(•‘ 5 ) 

('0 

(-) 
( 6 ) 

De ces six équations, la quatrième ne contient pas les ré- 
sistances de l'axe, et c’est précisé-ment l’équation iini(|iie du 
mouvement déjà irouvie par d’autres méthodes. On devait 
s’y attendre, puisque les résistances qiielcon()ni‘s de l’axe ne 
peuvent en aucun cas fournir de moments dans un plan per- 
pendiculaire à la direction de cet axe. 

Il ne reste donc que cinq équations pour déterminer les 
six composantes des résistances. Par const'qnenl, il y en a 
une indéterminée. C’est ce qin- nous montre tout de suite 
la troisième équation, qui contient à la fois Z, et Z., les- 
quelles ne figurent dans aucune autre lelation. Ainsi on ne 
pent assigner que la somme des deux composantes suivant 
l’axe, et non chacune d’elles isolément. On le prévoyait d'ail- 
leurs, puisque, toute force pouvant être transporté' en un 
point quelconque de sa direction, il est visible tpieZ, et Zj n’a- 
gissent pas distinctement l’une de l’autre le long de l’axe fixe. 


-h X, -F X, -F Mr, ilCM ; = o , 

. 2; Y -F Y, -F MH IPMr, = o . 

iZ - Z, -F Zj = O , 
l(yx — = 

^ (Xr — Z.t) -F - myî -F il -F X j /i = o . 

1 (Zy — Yî) -F ^ - »n-T 2 — il’i myz — Yj h = o. 
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Quant aux (|Uiilre autres composantes^ elles sont néces- 
sairement déterminées nu moyen des quatre autres équa- 
tions. Les deux dernières fournissent immcdiateinent X, et 
Y, ; et, en portant les valeurs dans les deux premières, on ob- 
tient X, et Y,. Dès lors le problème est entièrement résolu, 
puisque ces quatre composantes sont exprimées en fonction 

des forces extérieures et de l’accélfTalion angulaire 

laquelle est connue d’après la relation (4). 

Nous allons maintenant déduire diverses conséquences, en 
interprétant le groupe ci-dessus. 

Nous voyons d’abord que la somme des composantes 
suivant l’axe fixe, sera nulle si l’on a -Z = o, c'est- 
à-dire si la résultante des forces motrices est située dans un 
plan perpendiculaire à l’axe; ce qui est évident de soi. Tou- 
tefois, de ce que la somme Z,-f-Zj est nulle, il ne faudrait 
pas couclure que chacune de ces deux composantes l’est sé- 
parément : il suflit, en effet, qu’elles soient égales et de si- 
gnes contraires. C’est ce qui arriverait, par exemple, si les 
deux extrémités de l’axe lixe étaient tirées ou poussées en 
sens opposés. Il est bien visible que la meilleure disposition, 
au point de vue de l’axe fixe, c’est qu’aucune des forces mo- 
trices n’agisse obliquement à cet axe. 

On voit ensuite que, toutes choses égales d’ailleurs, l’effort 
supporté par le point H sera d’autant moindre ipie sa dis- 
tance hfsera plus grande : de telle sorte que, si ce point est 
extrêmement éloigné, il ne supportera plus qu’un effort in- 
signifiant. Celte conséquence ne subsiste, bien entendu, 
qu’autant que les termes qui renferment les coordonnées z 
dans les mêmes équations gardent des valeurs limilées, c’est- 
à-dire qu’autant que le solide ne s’édoigne pas lui-même du 
plan desory. Ainsi, l’éloignement dont nous parlions pour le 
point U s’applique en réalité à son éloignement du solide. 

Par contre, si X, et Y, diminuent indéfiniment, l’effort X, 
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Cl Y, de l'auti'c poiiU Uxe, qui reste dans le voisinage du so- 
lide, augmente de plus eu plus, jus(iu'à ee que ee point eii- 
iniile tout relTorl qui se pi oduil sui- l’axe. C’est ee qui res- 
sort des relations (1) et (a), où les souiuies X,4-X^, V, + Yj 
ont un<‘ eertuiue valeur d<d(‘rininée pour un état douné du 
système. Ainsi, rinconvéïiienl de trop distancer les deux 
points fixes (si l’axe n’est en effet fixé qu’en deux endroits), 
c’est de reporter toute la charge sur l’appui qui est le plus 
voisin du solide. 

Pour une valeur donnée des forces extérieures, ou voit, 
d’après les mêmes relations (1) et (2), que l’effort total 
supporté- par l’axe augmente indéfiniment avec la vitesse 
angulaire 12 C’est i;e qui est évident : car, à mesure que les 
divers points du solide tournent plus rapidement, il faut que 
l’axe développe de pins gi-ands efforts pour maintenir ces 
points dans leurs trajectoires circulaires et les empêcher de 
s’échappi-r à chaque instant suivant la tangente. Toutes ces 
aiUious individuelles ne s’('-(|uilil)renl pas générahment. 
Pour qu’il en fut ainsi, il laudrait ipie les ternies qui cun- 
lieniieul 12 rus»ent nuis, ou que î et /, fusseni égaux à zéro. 
En un mot, le centre de giavite devrait êti-e*sur l’axe fixe. 
Alors la résistance totale de l’axe ne dépendrait p’us que 
de la valeur des foi-ces extérieures. Ainsi, le centre de gra- 
vité d’nn système solide jouit de celte proprié-ié remarquable, 
que l’effort total supporté par l’axe fixe qui y passe ne dépend 
que des actions exléi ieures, et non de la viicsse du. mouve- 
ment lui-même. 11 est inutile de faire remarquer que celte 
conséquence ne s'applique qu’à l’effel total, et nullement à 
chacun des efforis qui se pioduisenl séparément en O ou 
eu 11. D'une manière générale, un peut dire que, louies 
choses égales d’ailleurs, il y a iulé-rêt à faii'c passer l’axe 
fixe par le centre de gravité. 

Un reconnaît également qu’il y a encore intérêt à rendre 
XX et X Y aussi petits que possible et mêmes nuis, (à- ipii 
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ne veut pas iliii- Mippriuie 1 s foires exléi ieiii’es, luu's 
qii'oii s'airange seiilemeiil de niuuiére à ee que leurs eom- 
posâmes dans un plan perpcudieulaiic à l'axe soient pa-< 
rallèles etde sens coiitiMircs. Il y aurait, par exemple, avan- 
tage à produire la rotation au moyen de deux forces égales, 
parallèles et inverseini iit d rigio s, plutôt que par nue seule 
force double, bien que le moment moteur fût le même dans 
(es deux cas. 

226. — Sailo des considérations précédentes. Nous 
examinerons, au meme point de vue, le cas particulier IrèS' 
iiitéiessanl où il n’y a pas de forces motrices. 

La quatrième équation montre, ce qu'on savait dqà, que 
l’accélération angulaire est alors un le. Les cinq autres re> 
lalious deviennent : 


,\, q-Xi + 12’Mî = (). 

V, + Y, -H = o , 

Z, + Z, = o, 
il'^lmxz -f- Xj/i = O , 
ü‘‘~myz + Y, A = o . 

Les deux dernières monlixmt que |a résistance développée 
par le point H sera nulle, si l’on a à la fuis Imxz—Of 
lmyz=o. Cela revient adiré (|uc la droite 011 doit êtie 
un des axe» principaux du solide relatifs au point O 
(n° 177). Réciproquement, ou conclut ce théorème ; Si nu 
solide est animé d’une rotation iiiiiforme autour d’une droite 
fixe, et qu’on vienne tout à coup à rendre cette dr oite libre, 
en ne maintenant fixe que le point pour lequel elle est un des 
axes pr incipaux, la rotation continuera indéfiniment autour 
de cette droite, tout comme si elle était demeurée entiè- 
rement fixe. 

Celte propriété a fait donner aux axes prirreipaux relatifs 
à un point quelconque le nom A'axe* permanent» de rola^ 
II. « 
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ti&H pour ce poiut. Ainsi, un axe permanent est un axe qui 
n’a besoin d’élre mainleiiu que par un seul point. 

Quant à la résistance du point O, elle n’est pas nulle, mais 
représentée par les valeurs 

X, = — li'.M ç , Y, = — ii'Mr; . 

Pour qu’elle fût nulle également, il faudrait que 'i et r, 
fussciil égaux à zéro, ou que le centre de gravité se trouvât 
sur l'axe de rotation. Mais déjà cet axe doit être un axe 
ptincipal; donc, pour qu’il n’y ait d’elTort développé en 
aucun pointde l’axedc rotation, il faut que ce suit un des axes 
principaux relatifs au centre de gravité. De telle sorte que, 
si un solide est animé d’une rotation iinifurme autour d’un 
des axes principaux de son centre de gravité, on pourra 
rendre cet axe entièreincni libre sans en compromettre 
l’immobilité. 

Cette propriété que nous reconnaissons aux axes prinei' 
paux du centre l> s fait nommer axet libres de rotation; 
on les distingue ainsi des axe* permanent*, qui existent 
pour un point quelconque, mais à la condition que co«point 
soit fixé. 

Actuellement, si nous supposons que nous ayons fait choix 
d'un des axes principaux du centre, et qu’au lieu d’aban- 
donner le solide à sa seule vitesse acquise, ce qui ne dé- 
velopperait aucun effort sur Taxe, nous le sollicitions an 
contraire par des forces situées dans des plans perpendicu- 
laires à cet axe, nous ferons quelques nouvelles remarques 
au moyen des équations du numéro précédent. 

1° Un voit d’abord que la somme des efforts supportés par 
l’axe est égale à la somme des forces qui agissent sur lui, et 
que la pression au point H est donuée par les formules 

l\z = — \^k , = — Y,A, 

lesquelles expriment que le moment, par rapport au plau 
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des «y, de l’effori du point H est éga! à la somme des mo- 
ments, par rapport au même plan, de loules les forces appli- 
quées au solide. 

2“ Si les forces satisfont à lacondilion d’élre,deux à deux, 
égales, parallèles cl invei-sement dirigées, les sommes de 
leurs compo>aiitcs suivant les axes, ainsi que les sommes de 
leurs moments par i apport aux plans des nj et des yz, se- 
ront milles, et il en résiillera que les pressions 'des deux 
points fixes seiont égales à zéro, comme dans le cas de la 
rouiiioii uniforme. 

3" Si l’axe de rotation n’était pas un axe principal du 
centre de gravité, il suflirait de fixer le point pour lequel il 
est un axe principal du solide; et cela dans le cas où les 
forces satisfont a la condition ci-dessus, aussi bien que 
lorsqu’elles n’cxisteni pas. 

Ainsi, les droites qui jouissent de la propriété d’étre des 
axes permanents cl des axes libres, lorsqu’il n’y a pas de 
forces motrices, conservent encore celte même propriété 
lorsque les actions extérieures, au lieu d’être milles, se ré- 
duisent à des forces situées dans des plans perpendiculaires 
à l’axe et, deux à deux, égales, parallèles et de sens opposés. 

2S5. — Remarque tur le» force» centrifuge». Nous 
avons déjà signalé, dans le cours de cette théorie, que les 
pressions supporiécs par l’axe fixe, même en l’absence de 
forces extérieures, ne sont pas nulles généralement, pour 
cette raison bien simple que chaque point, devant décrire un 
cercle, exige l’intervention d’uue force centripète, qui est 
précisément fournie par la fixité supposée de l’axe. 

Il est aisé de reconnaître que, en effet, les forces centri- 
fuges, estimées directement d’après le mouvement qui s’ef- 
fectue, représentent exactement les pressions dont nous 
avons parlé, lesquelles, d'après les formules du n“ 224, ont 
pour valeurs : 

X,-HX,= - , Y,-^ Y, = — 

6 . 
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, La fuixcci i)tri|)èlc d'un point qiielcuiiquo du soUUo, c'e$^ 
à-dire la furci' iiéce&saiie pour le maiulcnir à chaque insUi'it 

ih\ 

dans ! a ti ajecloii'c cITi'L'tive, csl ('■jale à — , V éiaiit la 

\i|essn absolue «le a* point et ;• s;i disiaiicc à l’.-xe. Mais 
V?=riij donc la force ceniripclc a pour vulenr — miVr. • 

La conipusaïUc de celle force sulvanl l'asc des a: est égale à 

— — on — La somme des composantes aiia- 
1 ^ 

lugues de lais les p ints sera donc — ou bleu 
r'il*Uc, ce qui est juslcnicut la valeur de X, -t-X,. 

Ou veirail de la meme manière que la somme des compo- 
saules des forces cciitripèlcs suivant l'asc des y est égale 
à 

Quani à la somme des composantes suivant Taxe des z, 
elle est nulle évidemment, comme csl nulle, d'ailleurs, la 
somme Z, -4- Z^. 

Ainsi que nous l'avons dit plus haut, la somme des forces 
ceuliipctcs est nulle lorsque l'axe de rotation passe par le 
centre de gravité; mais ces forces ne sont pas nullcs sépa- 
rément au point U et au point H. Pour qu'il en soit ainsi, il 
faut que l?njc 2 , ^myz soient égaux à zéro, ou que l'axe de 
rulaliou soit un des axes principaux du ccnirc. 

Cette analyse nous rend bien coniple de la perpétuelle 
mobilité de l'axe de rotation d’un corps solide qui, eu vertu 
d’acliuiis initiales, louriii; indélinimenl aiilonr de son centre 
de gravité. Si la rolation n'a pas commencé autour d'nn axe 
principal de ce centre — auquel cas elle persévérerait sans 
altération — les foi ces centripètes donnent à chaque instant, 
en des poitits différettls de l’axe, desconiposaiiles égales, pa- 
rallèles et inversement dirigées, dotit les sommes suivant 
les axes sottl nttlies, ntais qui, n'étaitt pas nit'les indivi- 
ditelletiietil, detci ttiiticitl une rotaliuit de l’axe pritiiiiif autour 
du centre de gravité, et, par suite, un axe nouveau autour 
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l'niiricn nxc H nvoc lui loiil lo soliilo inimio piMuinnl 
lin Icnips influiinnnl petit, pour fiassor de là à un uulre axe 
iiisiautané; et ainsi de suite. 

Ces eonsidéralions s'appliquent égalemeiil au cas d’un 
solide ipii tourne autour d'un point lixe. 

236 — .Houvement iiiiloiir d'un nxe ll\e, produit 
pur dos porrussions. Nous allons nous livrei- aux mêmes . 
coiisidérutions pour le cas où les rorecs motrices sont rem- 
placi^'S par des percussions ou bien par des forces iustan- 
lanées. 

Nous supposerons, pour plus de S'inplieité dans les (‘qua- 
tions, que U‘s percussions sont appliqttées au même point. 
Nous prendrons pour axe des z la droite fixe autour de la- 
quelle le solide doit tourner, et pour plan d(‘S ry un plan 
pcrjiendiculaire à cet axe, mené par le point où s’exerce la 
percussion. Nous choisirons pour les deux points fixes l'ori- 
gine des coordonnées et un aiilrc point pris arbitraii-ement 
sur l’axe des z, à la distance h. 

Soient doncOX, OY, ÜZ les trois axes rectangulaires de 

coordoniu'cs, et M le point 
situé dans le plan dns xy, 
qui a pour coordonnées a 
et ô, sur lequel la percus- 
sion est supposée s’exercer. 
Nous repnisenterons par 
- 1’, non plus la valeur d’une 
des forces qui agissent en 
M , mais la quantité de 
mouvement que l’ensemble 
des percussions imprime- 
rait à l’unité de masse snpposé'C libre. De même, P, et P, 
représenteront les quantités de mouvement que recevrait, en 
chacun dos points fixes 0 et H , l’unité de masse supposée 
libre, si elle y était soumise directement .h la pression ins- 
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tantanée qui s’exerco en charnu de ces points par le contre- 
coup des ixMcnssions, et qui est de ini'me nature que les 
forces instantanées exlérienres. 

Nous établirons les équations du nionveinent ainsi que nous 
l'avons fait en dernier lien, c’est-à-dire en considérant le so- 
lide comme libre, mais soumis à l’ensemble des forces P, P, 
et P,. On a vu dans la mécanique géni-rale, et aussi dans 
la mécanique spi-ciale des corps solides libres, que ces équa- 
tions doivent être formées par rapport aux quantités de 
mouvement qui représentent les impulsions des forces, au 
lieu de l’être par rapport aux intensités de ces forces ellcs- 
mêmi s. 

Si donc nous représentons par Ù la vitesse acquise par 
suite des percussions, et que nous remarquions que 




(iv 

di 


— yü , 


on aura, en faisant d’ailleurs usage des mêmes notations que 
précédemment, et en représentant d’ailleurs par I le mo- 


ment d’inertie , les six équations suivantes ; 

X X, -f- Xj -f- Çï M y* — 0 , 

(i) 

Y-q-Y.-f^Y, — 

(2) 

Z -f- Z, -p Zj = 0 , 

(3) 

Y* — Xê— 1)1=0, 

W 

— Z« -P XJi -I- illtiiy: = 0 , 

(5) 

Zf — Yjà -1 Diimxc = 0. 

(6) 


L’iiypolhèse que nous avons faite de percussions exercées 
en un seul point ne dt'iruit pas évidemmem la gému aliié 
de la méthode que notis employons : car, si l’on votdait con- 
sidérer des percussions appliquées en des points distincts, il 
suffirait d’introduire dans les équations ci-dessus les termes 
qu’elles donneraient pour leurs moments dans les plans des 
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xz la des y Z, itTincs (jiii ne seruioni pas nuis, comme nous 
l'avons admis, puisque l'ordonnée verticale de tous les points 
d'application ne serait pas égale à zéro. 

Examinons actuellement les diverses équations ci dessus. 

l a quatrième relation ne contient pas les résistances , et 
c’est précisément l’équation unique du iiioiivement qu’on au- 
rait trouvée par les nu-tliodes analogues à celles des n" 220 
et 221. 

Nous n’avons donc que cinq équations pour déterminer 
les six quantités relatives aux résistances de l’axe. La troi- 
sième équation montre d’ailleurs que Z, cl Z, sont séparé- 
ment indetenninées , et qu’on ne connaît que leur somme, 
laquelle sera nulle si Z = o, c’est-à-dire si les percussions 
se produisent dans un plan perpendiculaire à l’axe fixe. 
Les quatre autres équations suffisent pour trouver les 
quatre antres composantes, X,, Y,, X, et Y,; de sorte qoe 
la question est complètement résolue. 

Les valeurs de X, et de Y„ c’est-à-dire la résistance nor- 
male du point H sera nulle, si l'on a ^ myz — o,^inxz= o. 
Le point H est alors situé sur l’un des axes principaux du 
système, relatifs au point ü. Il est essentiel de remarquer 
que la résistance dont nous parlons, qui est une action qui 
se produit seulement pendant la durée de la percussion , ne 
doit pas être confondue avec la résistance ultérieure conti- 
nue, qui, après que la percussion a cessé, s’établit par suite de 
la rotation nnifoi mc conservée par le système. Eu un mot, la 
première espèce de résistance est instantanée et extixime- 
ment grande, comme la cause qui la produit; la seconde 
est continue et limitée comme les forces centripètes qu’elle 
représente. Nous avons vu précédemment que la rotation 
nniforme ne provoque pus de résistance de la part du point H, 
lorsque celui-ci est placé sur l’un des axes principaux rela- 
tifs au point O. Ainsi la position de ce point a le double effet 
d’ttnéantir les efforts dus, en ce point, aux percussions exté* 
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rieiii'os, el c«us qui sc conünuem pendant tonte la soit» chi. 
mouvomenl. 

Quant :ui point ü, ou voit que la i'ésistan< c qui lui «at 
piopre est détcriiiiiiéu par les deux pi'einières équations , oit 
Xi et Y, sont (k';s lors sup|tosés nuis. On a : 

X,= -X— ÎIMï;, y, = -Y|-î>M?. 

Les forinules montrent qu'd ii’y aina pas de coiitre-p<*i- 
cussion au point O, si ces deux conditions sont satisfaites : 

X = — nMr;, Y = 12Mç. 

• Pour les iiilcrpréter plus aisément, concevons qtt'on 
fasse tourner les deux axes ÜX et O Y autour de O Z, de 
manière à ce qtic l'un des detix plans verticaux de coordon- 
nées, par exemple le plan XOZ, passe par le centre de gra- 
vité du système. Dans celte position % est nul , cl par suite 
X = o. Comme il faut déjà , pour que les résistances dispa- 
raissent , que Z soit nul , il s'ensuit que lu percussion doit 
être perpendiculaire au plan passant par l'axe fixe et par le 
centre de gravité. Dans I autre condition Y = ii M ;, rempla- 
i;ons il par sa valeur déjà trouvée au moyen de la quatrième 
équation du groupe primitif, valeur qui est généralement 

!2— — j ' .Iaf|iielle sc n'-duil àl2=-ï- puisque X — oj 

il vient : 

Y=l2,Mç=^Wç, 

où 


I 



Celle relation lixe la distance « de l'axe fixe, à laquelle 
doit s'exercer la percussion, pour que le point Ü ne déve- 
loppe pa.s de résistance. Dans cette formule ç ue représente 
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phis l'aiiripimn valeur (|ir:ivnit l’ahsrisse du renire de ffra- 
vil»*, dans la posiiinn priniilive di-s axes OX et OY, mais In 
valeur r<'‘8nllanl de la posilion actuelle «pic nous venons de 
leur faire prendre, c’est-sVilire que ec uoiiveau l n’est autre 
rlio6(‘ que la disianec du centre de. gravité à l’axe. On peut 
donner une antre forme à la valeur de a. On sait en effet 
que le moment d'in< nie par l'apport à l'axe lixeO/. est égal 
au moment d'inertie par rapport à une droilc parallèle pas- 
sant par le centre de gravité, plus le produit de In masse 
totale par le carré de la distance du centre à l’axe fixe 
(n" 17â). iK'siguons par .MA’ le moment d’inertie relatif à 
la droite parallèle menée an centre; quant à la distance de 
ce rentre, elle est leprésentée par la nouvelle valeur de§, 
ainsi (|ue nous l’avons dit plus haut ; en sorte qu'on a : 

A’ 

I — -t- M et par suite : a = Ç . 

En résumé , la double condition pour que le point O ne 
supporte pas d’effort provenant de la percussion, c’est : 

1° Que cette percussion soit perpendiculaire au plan qui 
passe par le centre de gravité et par l’axe fixe ; 

2* Qu’elle s’exerce à une distance de l’axe fixe re- 
présentée par la distance du centre de gravité augmenté 



Une conséquence immédiate de cette proposition , c'est 
que le point O éprouve toujours une contre - percussion , 
quand l’axe fixe passe par le centre de gravité. Car, puisque 
Y^QM' dans le cas où il n’y a pas de coutrc-percnssion, 
il en résulte que Y devient nul en même temps que $, c’est- 
ù-dire que la percussion doit disparaître en même temps que 
l'axe passe par le centi’c. iJ’après cela , si l’on adopte une 
disposition qui annule sur l'axe le contre-coup des perens- 
sions; on n’annulera pas aussi les résistances ultérieures q^ai 
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sont provoquées par la suite de la rotaiioii uniforme ; dUTi 
pour que ces dernièr<'s pressions fussent nullos, il faudrait 
que l'axe de rotation passât par le centre de gravité, ce qui 
est justement contraire à l'hypotbèse qu’on vient de faire. 

Héciproquemeut, étant connue la position du point ou la 
percussion s'exerce, c’est-à-dire sa distance $ :in centre de 
gravité, on trouvera la distance I à laquelle doit être porté 
l’axe ixc au delà du centre de gravité, eu remarquant que 
a=^-t-^,etque conséquemment on a ; 

jt’ Je' 

F + a = H 4- V , fl’où : ? = ^ • 

i 0 


On nomme centre de peretmion le point que nous avons 
déterminé ci-dessus, et qui jouit de la propriété que la per- 
cussion qu’on y exerce dans une direction convenable n'a 
pas de contre-coup sur l’axe fixe. 

Toute cette théorie peut être résumée ainsi ; 

Pour qu’une percussion appliquée à un solide ne déve- 
loppe aucun contre-coup sur l’axe flxc autour duquel il est 
assiÿetti à tourner, il faut : 

1° Que l’axe fixe soit un axe principal pour le point qui 
résulte de son intersection avec un plan perpendiculaire 
mené par le point frappé ; 

2° Que la percussion soit perpendiculaire au plan qui con- 
tient l’axe fixe et le point frappé ; 

3°. Que la distance du point frappé à l’axe fixe soit égale à 

la distance du rentre de gravité augmenté de-|- , A étant ce 


que nous avons nommé lerflÿo«rfepira/»<»i»(n‘’176) et ?la 
distance du centre de gravité à l’axe fixe. 

Réciproquement, un solide animé d’une rotation autour 
d’un axe fixe peut être brusquement arrêté sans que son 
uxe en reçoive aucun coqtre-coup, au moyen d’une perçus- 
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sion on sons contraire appliquée dans !os conditions que 
nous avons dites. 

De semblables dispositions ont pour effet de soustraire en 
même temps tons les points de l’axe fixe, hormis un seul, 
aux efforts qui se développent dans la suite de la rotation 
UDiforine. Le point qui continue seul à supporter la pression 
ultérieure est déterminé par l’intersection de l’axe fixe avec 
le plan perpendiculaire qui contient le point frappé. 

Tout solide, frappé dans des conditions convenables, 
persévérera dans sa rotation uniforme autour de son axe 
rendu libre, pourvu qu’on maintienne fixe le seul point sus- 
mentionné. 

Remarque importante. — Si , au lieu d’une seule per- 
cussion, on en avait plusieurs, situées dans le même plan 
perpendiculaire à l'axe, et, deux à deux, égales, parallèles et 
inversement dirigées, les sommes des quantités de mouve- 
ment, suivant les axes des x et des y, dues à ces percussions 
considérées deux à deux, seraient milles, en sorte que X et 
Y disparaîtraient des deux premières équations. En choisis- 
sant l’axe fixe de manière à ce qu’il fût un axe principal 
pour l’origine des coordonnées , on commencerait par faire 
disparaître comme précédemment la résistance du point H. 
En faisant ensuite passer l’axe par le centre de gravité, on 
annulerait la résistance du point O, et, du même coup, tous 
les efforts ultérieurs de la rotation uniforme. Cette coïnci- 
dence tient, nous le répétons, .à ce que X et Y sont actuelle- 
ment nuis. — Il y a donc intérêt, au point de vue de la con-. 
servation de l’axe, à produire la rotation par une double 
percussion au lieu d'une seule. — On voit en outre que, 
dans la disposition présente, l’axe est soustrait au contre- 
coup des deux percussions, quelle que soit la manière dont 
celles-ci sont appliquées. 
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3° Mouvemenl «i*un Kollile qui s'appuie par un «u 
plaalenra poinls sur une surface Invariable. 


227. — Supposons d'ubord que le solide ue s’appuie que 
par un seul point. Le cas le plus tçéuéral, dans celle hypo- 
thèse, est celui ou l<‘ point de contact varie à la fois sur le 
corps et sur la surface. Le nioureiuent consiste alors en un 
roulement du solide sur la surface fixe. 

L’action de la surface (équivaut à tout instant à une cer- 
taine force normale appliquée sur le solide au point de con- 
tact. Soit K celte foiTc et /, u, y ses angles avec trois axes 
de coordonnées fixes. On pourra considérer le solide comme 
absolument libre, pourvu qu'à toutes les forces qui le solli- 
citent on joigne la force K. Nous allons donc établir les 
équations qui conviennent au mouvement d'un solide libre. 

Ces équations constituent deux groupes, l’iin qui con- 
cerne le mouvement du cenire de gravité par rapport à trois 
axes fixes, l’aulre qui exprime le mouvcmeul de rotation 
autour de son centre de gravité, mouvement qui est rap- 
porté aux trois axes principaux comme axes de coordon- 
nées mobiles. 

Les trois équations relatives au centre de gravité seront 
les suivantes ; 

/ //• '* 

| :sx -i- K cos À = M ~ , 

(Pr 

lY -l- K co s a = M ^ , 

2Z + K cos y = M . 

Les quanlitésqui y figurent ont la même signifiealion qu'à 
l’o'dinaire, c’est-à-dire queX, Y, Z sont les composantes des 
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forces suivuiil les trois u\cs lises ; les coordomices 

du ceiiti'c de gruvilé, et M la masse lolale du solide. 

Établissons de même les équaiious de la rotation autour 
du ceutre. Nous aflecterous d'uu indice r toutes les quan- 
tités qui sont prises pur rapport aux axes priucipaux comme 
axes de coorJoiiuées mobiles. Les vitesses angulaires autour 
de ces axes et les moments priucipaux conserveront d’ail- 
leurs les mêmes notations que dans les cliapiircs antérieurs. 
D'après ce que nous avons vu au n" 206, les équations de la 
rotation seront les suivantes : 

X,y,) -I- K (x, cos fi, — y, cos )„) = 

ZnT.) 4- K (i, cos /, — X, cos V,) = 

' = ® ^ P'' • 

V,î.) 4- K (y, cos ÿ, — c, cos p.,) = 

== A 4- (C — B) c/r . 

€ 

Les lettres x„ y„ z, des premières parenthèses l’eprésen-i 
teni les coordonnées des points d’application des forces 
données ; les mêmes lettres des secondes parenthèses repré- 
senlent les coordonnées du point de contact. 

Dans ces deux groupes d'équations, nous avons iiilrodtiil, 
outre les inconnues ordinaires p, q, r, un certain nombre 
d’incoitnucs supplémentaires, qui sont : 

1' La grandeur de la force normale K qui représente l’ac- 
tion de lu surface fixe sur le solide appuyé sur elle ; 

2” Les angU>s a, v, formés par la direction de celte 
force K avec les trois axes de coordonnées fixes; 

3“ Les angles p., v,, formés par la mêuie direction avec 


'2(Y,x,- 

- 

( 2 ) ■ 

2(z.y. - 

\ 


Digitized by Google 


M 


LIVRE V. — SOLIDES GÉOMÉTRIQUES. 


les trois axes priucipaux du solide, dans la position où ils 
se trouvent effectivement à rinstaut considéré ; 

4* Les coordonnées x,, y,, z, du point de coniact rapporté 
aux axes principaux, qui fi;;nrcnt dans les secondes paren- 
thèses des (iqnations ci-dessus. 

Si nous admettons provisoirement que toutes ces incon- 
nues nouvelles soient exprimées en fonction des doniu^s de 
la question, il est clair que les deux groupes d'équations ci- 
dessus sufllront pour résoudre le problème ; car nous nous 
relronverons exactement dans le cas du n° 204, où l'on a 
traité le mouvemeul d'un soli le libre dont toutes les forces 
sont supposées connues. Un a vu alors que la position des 
axes principaux, par rapport aux axes de coordonnées iixes, 
était exprimée eu fonction des vitesses angulaires, de sorte 
que les quantités X,, Y,, Z, et les coordonnées x„ y,, r, des 
points d’application de ces forces ne représcnlaieni au- 
cune inconnue distincte, et que les cosinus a, a', a", h,... 
des angles formés par les axes principaux mobiles avec les 
axes fixes éUtieiU déterminés en fonction des mêmes vites- 
ses angulaires p, <], r. Si donc nous parvenons à exprimer, 
au moyen des données de la question, les inconnues supplc^ 
mcntaircs qui ont été énumérées ci-dessus, le problème sera 
complètement résolu. 

Foor exprimer Icsdites inconnues, il faut introduire la triple 
condition que le pointde coutactx,, yr, z, appartient à 1a fois 
à la surface du corps et à la surface fixe, et que la direction 
de la force K est une normale commune à ces deux surfaces. 

Ur, soit(^(xr, y„ zrj = o l'équation de la surface du corps, 
rapportée à ses axes priucipaux mobiles, et /(x , y, z) = o 
l'équation de la surface d'appid rapportée aux axes de coor- 
données fixes. 

La force K étant normale à la surface du corps, ou aura : 






cos À, = 11, ^ , cos ^ = 11, ^ , cos !/, 


H ^ 
dz. 
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en représentant abréviativement par Hr la quantité 


\rfxj \dy,j 


De uiénie, la direction de cette force étant normale à la sur- 
face fixe, ou aura : 

cosX = H^, COS,u=II^, COS.= H^; 
en leptéseuiant abréviativement par H la quantité 




D’un autre côté, les cuordoiiiiées x, y, z et x,, y„ z, se 
rapportant à un même puint, on a, d'après les relations con- 
nues entre les axes fixes et les axes mobiles, considérées 
dans le mouvement relatif (n° 168) : 

X = ax, by, cz, , 
y => Vi -h ax, + b'y, -1- c'z , , 

Z — X -f- u" -l- b y, c Z, , 

Tous les angles À, y., v et )«, y,, w se trouvent ainsi ex- 
primés eu fonction des seules coordonnées x,, y„ z,. Il reste 
à écrire maintenant c|u'il s’agit bien d'une normale com- 
mune, et non de deux normales distinctes menées aux deux 
surfaces par un même point. Par conséquent, ou a entre les 
deux séries de cosinus les relations : 

cos X, = a cos X -f- a' cos ^ -H o" cos V , 
cos (it = b cos X -f- b' cos fx -{• b" cos v , 
cos V, = c cos X -4- c" cos fji -H c" cos V . 

Ces relations établissent que le cosinus de l'angle que fait 
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la uormalc avec chacun dci> axes inubilcsesi égal à lasonune 
des produits dos (cosinus, deux à doux, dos aiiglos l'urntcs 
avec les trois nxos fixes par ladite iiorinalo et pur l'axe mo- 
bile considère. 

Si l’on conçoit que dans ces rclalioiis tous les cosinus 
À, U, V, [Xr, w soient remplacés par leurs valeurs précé- 
dentes en fonction de jr,, y,, -r, on aura trois équations qui 
détermineront les valeurs de ces trois coordonuws. 

Finalement, il ne reste plus, comme inconnue supplé- 
mentaire, que rintcusité de la force K. Or, si l'on a ainsi 
une inconnue de plus dans les équations du mouvement, 
on a en revanche, entre les trois coordonnées, une relation 
de plus, y.) ?r) = o, laquelle complétera le système 
de relations nécessaires pour la détermination de toutes les 
quantités de la question. Il esta remarquerque, si l’on vou- 
lait faire en même temps usage de la relation /{j-, y, r) = o, 
on n'obtiendrait aucune équation nouvelle distincte, puisque 
déjà, dans le cours du calcul qui précède, on a exprimé que 
le point est commun aux deux surfaces ; par conséquent, 
il est indifférent d’établir à la fin que les coordonnées de ce 
point satisfont à l’équation de Tune ou de l’autre desdites 
surfaces. 

32S. — Un cas particulier intéressant est celui où toutes 
les forces données se réduisent à 1a seule pesanteur (appli- 
quée conséquemment au centre de gravité), où lu surface 
d’appui est un plan horizontal , et où le point de contact , 
variant sur le plan, ne varie pas sur la surface du corps, de 
telle sorte que le mouvement de ce dernier se réduit à un 
glissement sur le plan, combiné avec une rotation autour du 
point de contact. 

Les équations générales se simplifient considéi-jblement, 
comme on va le voir. 

Prenons pour axes fixes trois droites rectangulaires, dont 
deux, celles des r et des y, soient situées dans le plan. Pie- 
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lions toujours pour :ixrs inobiirs les nxes prinei|):iiix du 
corps, cl soit «, c, y les coordonnées conslnnles de ce 
point, parriippniT nux nxes mobiles. 

La direction de la foire K étant iiéeessairenienl veiTicale, 
on aura : 

cos À = O , cos fx = O , cos V =. O , 

cos À, = a" , cos 01 , = b" , cos >, = c" , 

2;x = o, :iY = o, iz = o. 

Quant à lequation du plan, elle se réduira à 2 = o. 

(^ela posé, les trois équations (1) du numéro précédent, 
qui diTermincnt le mouvement du centre de gravité, de- 
viendront : 



Les deux premières équations montrent que le mouve- 
ment hori/.onlal du centre de gravité sera rectiligne et iini- 
füiTne. Quant à son mouvement vertical, il dépendra à 
chaque instant de la réaction K développée normalement 
pur le plan. 

Quant aux trois équations (2) qui concernent la rotation 
autour du centre de gravité, elles prendront une forme (■ga- 
iement plus simple, mais qui d(-passera néanmoins tontes 
les ressources connues de l’analyse. En sorte (pie les solu- 
tions précédemment indiquées doivent être considérées 
comme purement théoriques, et destinées uniquement à 
montrer le véritable état de la question. 

Les intégrations ne deviendront possibles que lorsque le 
II. 7 
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solido sera homopone et rompris sous une siiiTace de révo- 
liilioi) : ce qui est le cas de la toupie. Encore, faut-il remai’- 
quer que nous n'avons pas tenu conqite du frottement (|ui 
s’exerce entre le plan et le point par leiiuel le solide apiiuic 
sur lui. 

229. — Équilibre. — La reclierirlic des couditions d’é- 
quilibre est beaucoup plus simple et en même tenqis beau- 
cniqi ])lus mile dans la pratique que la théorie à laquelle 
nous venons de nous livrer. On peut, pour celle élude, se 
dispenser de recourir aux équations diflérenlielles delà ro- 
tation autour du eenire de gravité, et se borner à considé- 
rer les six équations "('•nérales relatives à tout corps solide. 
Si l’on y représente par X,, Y,, Z, les composantes , suivant 
trois axes fixes, de la réaction de la surface d’a|>pui, et par 
X,, y^, z^ les coordonnées du point de contact, la condition 
de l’équilibre s’obtiendra, suivant l’usage, en exprimant que 
l’ensemble des forces extérieures, combiné avec la force 
d(‘ rt'action, u’inllue pas sur le mouvement du solide, ce qui 
donne les six é(|iiations : 

XX-f-X, = o, XY-l-V, = o, XZ = Z, = o, 

- (Yx - \y) -f- Y, .T, — X,y, ^ O , 

X (Xi Zx) X,i, — Z^x^ = O , 

X (Zy — Yi) -4- Z, y, — Y>, = o . 

Sans effectuer aucun calcul, on voit immédiatement que 
ces six équations sont celles qu’on a posées au n" 212 pour 
exprimer que toutes les forces extérieures ont une riisiil- 
lante unique — X,, — Y,, — Z,, dont la direction passe par 
le point X,, y,, r,. .\insi, la condition d’é(|uilibre, c’est que 
toutes les forces appliquées au solide se réduisent à une seule, 
normale à la surface fixe au point de contact, et égale et 
dircctcinenl opposée à la force de réaction de la surface. 
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Lüi’sqiie ( Cite condition est saiisl'aitc à loiile cpo(|iie du mou- 
vement, le solide est dans le nnane (ilal que s’il n'(^lait solli- 
cite- par des forces d’aneiinc espf-ce, c’est-à-dire que son 
centre de gravité se meut uniformément en ligne droite, et 
qu’il tourne en même temps autour de ce centre, confor- 
mément aux lois déjà connues. 

Si nous supposons que, pour toute position du corps pen- 
dant ce mouvement, le point d'application de la résultante 
de toutes les forces extérieures reste absolitment le même 
dans l’Intérieur du corps, il résulte de ce (pii précède 
que la itormale mem-e au point de contact, à nn instant 
quelconque du mouvement, passera toujours par un certain 
point du corps, qui est précisément ce point d’application. 
Mais comme cette normale à la surface lise est en même 
temps une noi male à la surface du corps, il s’t'nsuil, lors- 
que le point de contact se déplace sur le corps, que toutes 
les norinales menées par ces divers contacts successifs se 
rencontrent en un même point. Tous ces contacts, distri- 
bués à la surf.xe du corps, appartiennent donc à une sphère 
dont le point en question est le centre. De là celte consé- 
quence, que toutes les fois que le point d'application de la 
résultante ne change pas dans l’intiM-ieur du corps pendant 
son mouvement, ce corps ne peut se mouvoir d’une manière 
quelconque sur la surface fixe, sans altérer l'équilibre, 
qii’aiitant qu’il est compris sous une enveloppe sphéri(pie. 

C’est ce qui arrive, notamment, pour un corps qui roule 
sur un plan horizontal et qui est sollicité stmicment pur la 
pesanleui’. Pour que celte pesanteur soit constamment é(iui- 
librée, il faut que le centre de gravité soit toujours sur la 
verticale du point de contact, c’est-à-dire que le corps doit 
être une sphère homogène. Alors il peut rouler d’une ma- 
nière quelconque sur le plan, sans que le mouvement uni- 
foi inc et recliligne de son centre de gravité soit aucune- 
ment altéré par l'action de son propre poids. 

7 . 
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On SC fonde sur ce principe pour véritier l:i lui d'inertie. 
Eli efTcl, dans le deuxième chapitre du premier livre, nous 
avons dit qu'on pouvait constater cette loi en observant le 
mouvement en bloc d'une sphère qui roule sur un plan 
très-poli. Cette expérience serait impossible, sans l’exacli- 
liidc du résultat que nous avons présimté. 

Quant à lu réaction que développe, dans tous les cas, lu 
surface sur laquelle s'appuie le corps quelconque dont les 
forces sont ainsi équilibrées, il est évident qu'elle est ('■gale 
et dii’ectenienl opposée à la résultante unique de toutes c(“s 
forces. 

Remarque. — Il n’est pas inutile de faire ressortir que, 
dans cette théorie de réquilibre aussi bien que dans celle 
du mouvement, on fait abstraction du frollement qui résulte 
du contact des deux corps. Ce frottement, qui, dans la pra- 
tique, n’est jamais rigoureusement nul, a pour résultat de 
modiiier toutes les conclusions précédentes, puisqu'il intro- 
duit dans les équations une force tangentiellc qui agit à la 
fois sur la translation du centre de gravité et sur la rotation 
autour de ce centre. Mais de semblables questions sortent 
du domaine de la mécanique rationnelle et rentrent dans 
celui de la mécanique appliquée. Aussi en renverrons-nous 
rexamen à cette dernière partie. C’est alors que se présen- 
teront naturellement les problèmes du genre de ceux qui 
concernent les effet» du jeu de billard. 

2A0. — A'ous supposerons maintenant que le solide s’ap- 
pui(^ sur une surface fixe par deux de ses points. 

Nous restreindrons la question au cas d’un corps en re- 
pos, soumis à des forces qui doivent être (•(iiiilibrées par les 
réactions de deux points d'appui pris sur iiu plan. L’étude 
du mouvement est d('’pourvue d'intérêt réel, tout en offrant 
d’ailleurs des dillicnltés du même ordi e et plus grandes en- 
core que celles que nous avons rencontiécs pour un point 
de contact unique. 


Digitized by Google 



MOt'VEMEîlT t)ÏN SUI.IDE ASSUJETTI A l>ES MAISONS. 101 


Chf?i'chons les eonditioiis que doivent remplir les forces 
extérieures pour rester en équilibre. 

Nous choisirons le plun ftxe pour plan des xy, nous fe- 
rons passer l’axe des x par les deux points de euniaci, et 
nous placerons l'origine des coordoniuies sur l'un d'ciiire 
eux. Les deux r(’‘aclions normales du plan fixe seroni alors 
parallèles à l'axe des .Vous désigiiei'ons par a la disuiniv 
des deux points de contact. 

Cela posé, les formules générales d<? l'équilibre devront 
expriuK'r que les forces appliquées au solide , et les denx 
l'i'aclious Zj du plan fixe, n'influent pas sur l'état du 
corps. On aura donc, en tenant compte fies réductions que 
détermine le choix des axes : 

:iX^o, iV.^0, iZ I- Z, -t- Z,= O, 

(Vx — ,\y) = O , — Zo) — Z<I = 0 , i(Zy— Y:)=o. 

Nous voyons immédiatement que, si l’équilibre a lieu , la 
condition fondamentale d’une résultante uni(|ue (n" 21 2) est 
loiijonrs satisfaite, .\insi, le groupe iX, XY, XZ des forces 
appliquée- au solide doit toujours se réduire à une seule, 
pour que l’équilibre puisse avoir lieu sur les deux points 
d’appui. D’ailleurs, celte résultante unique est nécessaire- 
ment normale au plan fixe, comme le montrent les deux pre- 
mières é(|iiations XX— o, XV — o, qui expriment que la 
rf-sullantc ne fournit aucune composante dans le plan de. 
ry. En outre, la quatrième et la sixième é(|ualion font voir 
que cette résultante ne donne naissance à aucun moment 
dans les plans des xy et des yz, tandis qu’elle en donne un 
dans celui des xz. Donc elle est située dans le plan même 
des xz. La troisième équation indique que son intensité est 
(‘gale et de signe contraire à la somme des intensités des 
deux réactions. Il eu r(‘sullcqiie la cinquième équation fera 
connaître sa distance à rorigine des eoonlonnf’cs , ptiis- 
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qu'eu i(‘iKiii( eoiiiplüdaiiij cette é(|iiuliun des résultats précé- 
dents, savoii- : 1 X=o et 1/ =■- — éZ, -| Z.), elle devient ; 

(Z, -H Zo) X — Z^a — o, d’où : .v — a „ * • 

Donc la résultante rencontre l’axe des x entre les deux points 
d’appui et partage l’intervalle u en lougucui’s inverseineut 
proporlionuelles aux intensités des réactions Z, cl Zj. 

Ces conclusions sont évidentes « priori : car les deux 
réactions du plan constituent deux forces parallèles; elles 
ont donc nue résultante unique égale à leur soinine et qui 
partage leur distance en raison inverse de leurs grandeurs. 
Pour que les forces appliquées au solide fassent équilibre à 
ces réactions, il faut qu’elles se réduisent à une seule, égale 
et dii ectcment opposée à la résultante de ces dernières. 

La connaissîince des forces extérieures, et par suite de 
IL et de .r permet toujours de déterminer la valeur des 
réactions qui se développent au point de contact ; car ou a ; 



Z, = i Z — Z, = X Z . 

a 

‘231. — Supposons mainlenanl que le solide s’appuie sur 
le plan par autant de points qn’on voudra. 

Comme précédemment, nous prendrons le plan fixe pour 
plan des.ri/, nous placerons l’origine à l’iiii d’eux, et nous fe- 
rons pass(M- l’axe des .r par un des autres points, tel que tous 
les contacts soient laissés d’un même cùté de cet axe, par 
exemple vers les y positifs. 

Soit Z|, Zj, Z,„ Zj... les réactions des divers points d’appui, 
fl, l’abscisse du second point que nous supposerons sur l’axe 
des X, fl, et A, les coordonnées du troisième, «, cl b^ celles 
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(lu qiiati'ièinc ; et ainsi de suite. Les six ('quations giinéralcs 
d’équilibre seront : 

— X=o, i.Y = 0, — .= O , 

X(Yx — Xy)= 0 , 2l(.\2 — Zj;)— Z,( i, — ZjUj— Z^Oj— ....=o , 
— (Zy — Yî) + Z.jfc.j Zjii, = O . 

On voit d’abord, eomnie tout à l'heure, que toutes les 
l’orces appliquées au système ont une résultante unique, car 
l’équation de condition est satisfaite , si ré(|uilibre est sup- 
posé avoir lieu. 

Les deux premières équations ci-dessus montrent que 
cette résultante uuique est normale au plan ; la troisième , 
que son intensité est égale et de signe contraire à la somme 
des intensités des réactions; la sixième, que l’ordoniiéc y de 
son point de rencontre avec le plan des xy a pottr valettr 

_ ZA + Z,è, + 

^ Z,q-Z,-»Z,rl- ’ 

quantité csseYiticllement positive, puisque toutes les réac- 
tions ont le même signe, et que les ordonnées sotit, 

par hypothèse, positives. Ainsi le point de rencontre de la 
résultante unique est situé du même c(jté de l’axe des x que 
tous les points d’appui. Comme on peut répéter le même rai- 
sonnement en faisant passer l’axe des x par deux quelcon- 
ques de ces points et laissant tous les autres d’un même cêté, 
il en résulte que le point de rencontre tombe dans l’intérieur 
du polygone obtenu en joignant deux à deux les points d’ap- 
pui les plus extérieurs. 

Ce sont là des conclusions évidentes « priori, car les réac- 
tions développées aux différents points d’appui constituent 
autant de forces parallèles de même sens, dont la résultante, 
égale à leur somme, ne peut, d’après la composition des 
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forces, que loinber dans l'iiitérieur du périmètre qui cir- 
cuiiscrit tous les points d'appliculioii. 

Si l'on veut deterininer la valeur des réactions correspoii- 
daiit aux divers appuis, on aura 1(!S trois équations . 


— + Z, -J- Zj ^,1 "HZ, ■= O , 

^ — Z -f- Z,(i, -J- ZjU, -|- Z,(i, = O , 

y — Z -f- Z,/», -H Z,6, + = O . 


D'après cela, le problème sera indéterminé tüiit<‘s les fois 
qu'on aura plus de trois points d'appui : car, avec trois équa- 
tions seulement, on ne pourra di'-duire la valeur de plus de 

trois des inconnues Z,, Z,, Z,, Z, Mais, quelb; que soit 

l'indéterniinalion , elle ne portera jamais sur la somme de 
ces réactions, (pii doit, dans tous les cas, être égale et con- 
traire à la résultante des forces du système. 

Lorsqu'il n’y a que trois points d'appui , mais que ces 
points sont en ligne droite, la même indétermination se pri-- 
sente, parce ipie, l'ordonnée A, étant nulle, les trois équa- 
tions ci-dessus S(‘ r(•duisent aux deux pi’emières : en soi’te 
qu'il est impossible d'assigner la valeur di.‘s ri'actions ipii se 
d(;veloppent sépari'inent dans les trois appuis. 

Ileinarqiie. — L’indétermination que nous venons di‘ 
signaler, soit dans li‘ cas de trois points en ligne droite, soit 
dans le cas d'un plus grand nombri* de points distribiK'S 
d’une manière ipielconipie sur le plan , constitue ce ipi'on 
a nommé qiKdipiefois un paradoxe de statique; en ce sens 
(pie, lorsqu'un solidi' s'appuie sur un plan, la pression ac- 
lnell(‘ ipii en résulte pour cliaipie point de contact a évidem- 
ment line certaine inlensiti* détm-miiu-e, ipii ne change pas 
tant (pie l’état du solide n'est pas altéré, et qui coiist-qiiem- 
ineiit n’a pas, en fait, cette valeur arbitraire ipie le calcul 
sembh* indiipier. 

.Mais ce prétendu paradoxe n'en est jias un, et ne lient en 
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ri*alit«^ qu’à rülogisnie de nolie propre raisoniiemenl , qui 
nous fait établir une confusion vicieuse entre les solides lliéo- 
liqiies et les solides effectifs de la nature. Qiiaïul nous di- 
sons qu’un corps appuyé sur un plan le presse d’une façon 
essenliellenient déterminée, nous avons en vue tacitement 
les corps physiques, puisque c’est sur eux seulement que nos 
expériences ont pu sc‘ faire, et que, par suite, notre senti- 
ment à cet égard a pu se former. Dés qu’il s’agit d’objets 
inalliéinatiqiiemcut rigides, constitués en dehoi's de toutes 
les conditions observables , nous n’avons aucune idée à 
priori du mode de distribution qui peut se faire de la pres- 
simi totale entre les divers points de contact, ür ce sont jus- 
tement ces corps théoriques qui figurent dans les calculs 
précédents. Il est donc absurde de vouloir transporter les 
résultats qui les concernent aux corps réels qui ont donné 
lieu en nous à un sentiment tout dilTérent, provenant d’une 
«•xpérience journalière des faits pliysiipies. Pour peu (|ii’on 
réfléchisse à l’état d’un corps véritablement rigide, appuyé- 
sur un pian non moins rigide (|ue lui , on s’apercevra «pie 
des que trois points d’appui , nécessaires et sullisants pour 
ih'-termiuer la position géonn-trique du corps et du plan, sont 
assignt-s « priori , tout autre contact supplémentaire qu’on 
supposerait s’établir entre le corps et le plan n’ajouterait 
rien à l’état primitif, et que dés lors les pressions entre ces 
quatre points peuvent être conçues réparties d’une manière 
absolnmeiit arbitraire , pour laquelle le calcul ne doit rien 
apprendre. 

Si dans la nature il en est autrement, et si les pressions 
en chaque appui reçoivent des valeui-s déterniiiii'-es , c’est 
parce cpie les corps et leurs supports se déforment toujours 
légèrement, et que, se moulant, pour ainsi dire, les uns sui- 
h-s autres, ils s’étreignent et se compriineiil en conséquence 
de ces flexions : se comportant alors comme d<-s systèmes 
dynamiques, dans lesquels autant de points qu’on voudra 
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peuvent être soumi» ù des forces d'ussujeftisseinentdéternii- 
nêes , ce (lui a pour résultat nécessaire d'établir entre les 
forces intérieures des valeurs convenables correspondantes. 

C'est donc ù tort que, dans la théorie qui précède, l'illustre 
d'.Uemberl accusait rinsullisancc du calcul pour résoudre 
la question qu'on s’était proposéit. 
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NOUVEAU POINT DE VUE DE LA MÉCANIQUE DES SOLIDES 
OÉOMÉTRIQUES , OU THÉORIE DES COUPLES. 


L’objet de ce chapitre est de rendre compte, d’une autre 
manière, de l’action des forces appliquées aux solides géo- 
métriques. Par une conception Irès-ingénieuse, celle des 
Couple», due à M. Poinsot, on réussit à interpréler avec une 
grande lucidité la plupart des résultats analytiques de la mé- 
canique des corps solides. On pcmètre, en quelque sorte, 
plus intimement dans la partie concrète du phénomène, et 
l’on saisit mieux les rôles respectifs des divers élé-menis qui 
V figurent. 


Définition». 

232. — On nomme couple l’ensemble de deux forces 
égales, parallèles et inversement dirigées, appliquées en 
deux points d’une tige rigide et invariable, ou, ce qui revient 
au même, appliquées en deux points quelconques d’un so- 
lide géométrique. 

Cette conception n'est pas arbitraire, comme on pourrait 
le croire au premier abord, mais on y est conduit naturelle- 
ment par la réduction générale des forces (|ui sollicitent un 
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solide. Nous avons vu, eu effet (n* 212), que, quelles que 
soient ces foi’ces, elles sont toujours réductibles à deux seu- 
lement, non situées dans le inèuie plan. Ilicn n’empéclie de 
remplacer une de ces deux résultantes par deux compo- 
santes, dont ruue soit égale, parallèle et contraire à la st‘- 
conde résultante , et l’autre déterminée en conséquence. 
Ainsi, au li(ui de deux forces, ou eu a trois actuellement , 
parmi lesquelles deux constituent ce que nous avons appelé 
un couple. On peut doue concevoir les forces quelconques 
appliquées à un solide comme riHliictibles, d'une iuliiiité de 
manières, en deux éléments luoteurs bien distincts : riiii di* 
ces éléments n’est qu’une force ordinaire, l’autre est le sys- 
tème de deux forces égales, parallèles et contraires, c’est-à- 
dire un couple. 

Dès lors il est naturel de se demander si ce second élé- 
ment moteur n’aurait pas ses lois spéciales, analogues à 
celles qui régissent les forces simples, et (jui pourraient être 
établies direetemeut comme l’ont été ces dernières. On en- 
trevoit en même temps que cet élément moteur poiiriait 
bien jouer dans la rotation un rèle correspondant à celui 
de la force ordinaire dans la translation, et tpi’il y aurait 
matière à iim; interprétation nouvelle des fortmdes analy- 
tiques. 

Nous ii’iusistet'ous pas davantage sur ce point, tpii sera 
éclairci plus tard, et nous reprendrons l’ordre de nos défi- 
nitions. 

Dans le couple, l’iiu linaisou des forces sur la droite (|ui 
joint leurs points d’application, est tout à fait arbitraire; 
mais, comme, sans rien changer à l'action de chacune li’elles, 
on pourrait transporter leurs points d’application le long de 
leurs dii-ections, de fa(;on à ce que la droite (pii les joindrait 
fût perpendiculaire à la direction commune, nous suppose- 
rons désormais que les forces sont appliquées sur cette pei- 
ptmdieulaire elle-même. 
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On nomme bra» de lericr du couple la longueur de la 
pei ))eiidiculaire compi isc enire les deux forces. 

On dit que deux couples sont èfjoux lorsqu'ils ont mtVmes 
forces et même bras de levier. 

On dit qu’un couple est double, triple,... d'un autre lors- 
qu'il a int'ine bras de levier, et que sa force est double, tri- 
ple,... de la force de cet autre. 

h'intilc de couple adoptée est le couple qui a pour forces 
deux forces égales à riinité ( le kilogramme ), et pour bras 
de levier une longueur égale à l’unité ( le mètre ). 

Tous les couples qui auront pour bras de levier l’unité de 
longueur seront donc susceptibles, comme les forces elles- 
mêmes, d'èlrc exprimés numériquement par leur comparai- 
son avec l'unité de couple. Un couple ('•gai à n sera un cou- 
ple ayant pour bras de levier un mètre et pour forces deux 
forces parallèles égales cbacuiie à « kilogramme. \ous 
verrons plus tard cominent seront évalués les couples qui 
ont des bras de levier différents. 

On appelle moment d’un couple le produit de la mesure 
d’une de ses forces par la mesure de sou bras de levier. 

11 ressort de là que le moment de runilé de couple sera 
représenté par 1, aussi bien que ce couple lui-même; et que 
le moment d'un couple égal à « sera pareillement repre- 
seiiui par n. .\insi, les couplés, évalués comme nous venons 
de le faire, peuvent être représentés par leurs moiueiils. — 
iVous ne parlons pas naturellement des moments qui corres- 
pondent à des bras de levier autres que l’unité : ainsi que 
nous l’avons dit ci-dessus, la question est provisoirement ré- 
servée : en sorte que deux moments numériquement égaux 
ne repn'sentent des couples égaux qu’autant que ces der- 
niers ont le même bras de levier. 

Ilemaniuc. — De même que deux forces égales, appli- 
(liuics à un même point et prises eu sens contraires, se font 
équilibre, de même aussi deux couples égaux, appliqués à 
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un mèiiie solide cl agissaiil en sens eontraiies, se ronl équi- 
libre : car, si l’on fait coïncider les bras de levier, lesiinaire 
forces égales des deux couples se trouverout opposées deux 
à deux sur le même point, et par suite sc détruiront. 


l*ropoiiltion première. 


233. — L’effet d’un couple sur un solide libre est de pro- 
duire une rotation autour du centre de gravité. 

C'est une conséquence directe de ce que les deux forces 
du couple sont égales, parallèles et de sens opposés. Klles 
ne fournissent donc, suivant une direction quelcompie, que 
des composantes égales et de signes contraires, dont la 
somme algébrique est nécessairement nulle. Par suite, le 
centre de gravité demeure immobile. Comme d'ailleurs les 
deux forces du couple ne sc font pas équilibre, puisqu'elles 
ne sont pas appliquées au même point, le solide ne reste pas 
en repos, et il tourne conséquemment autour de son centre 
de gravité comme autour d’un point fixe. 

Kemarque. — ün peut dire que le couple est l’élément 
de la rotation des solides libres, comme la force est l’élé- 
ment de la translation des points matériels libres. 


I*roposltion deuxième. 


23^. — Deux couples égaux appliqués successivement 
dans un même plan ou dans des plans parallèles, sur un 
même solide, sont équivalents, c’est-à-dire déterminent le 
même mouxement du solide, 

,1e vais, pour le prouver, faire voir que, si on les applique 
simultanément et en sens contraires, ils sc feront équilibre; 
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ce qui démoiilrera ré{|iiivalence, d’après la proposition gé- 
nérale du n° 122. 

l'-onsidéroiis d’abord deux couples égaux, dont les milieux 
des bras de levier coïncident. Soit .A R et CD, ces deux 

bras de leviei’s se coupant 
en leui's milieux O; et P 
l’intensité absolue commune 
aux (juatre forces des deux 
couples. — Pour abréger le 
î discoui’s, nous désignerons 
I ^ parA R (P,-— P) le couple qui 
a pour bras de levier A R, 
et pour forces P et — P, qui 
\ ' agissent en sens contraires; 

-p\ * ^ de même l’autre couple sera 

rig- 00 . désigné par CD (P, — P). Ces 

notations seront d’un usage fréquent par la suite ; il faudra 
se rappeler que la parenthèse, ainsi rapprochée du bras de 
levier, ne correspond à aucune idée de multiplication. — 
Les deux couples que nous considérons ici sont appliqués 
en sens contraires, puisque l’un tend à faii'c tourner de 
gauche à droite, et l’autre de droite à gauche : nous allons 
montrer qu’ils se font exactement équilibre. 

En effet, prolongeons les directions des forces jusipi’en II 
et I. A cause de la symétrie de la figure, les deux longueurs 
01 et OU seront en ligne droite. Or, les choses se passant 
sur un solide géométrique, on peut transporter les forces en 
II et en I. Mais les deux forces qui concourent en I ont une 
résultante, le long de III, hupielle est évideninienl égale et 
directement opposée à la résultante des deux forces qui con- 
courent en 11. Il suit de là que, si le couple CD(P, — P), 
agissait dans le inême sens (pie le couple AB(P, — P), au 
lieu d’agir en sens contraire, il lui serait parfailenienl (‘qiii- 
valent. Passons actuellement au cas général. 
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Soit donc les deux couples B (P, — P), C 1) (P,— P), 
ngissiiiil en sens coiitriiires, dans le même plan ou dans des 
plans paiallèles <lu solide, .le dis qu'ils se fout équilibre. 

Kn effet, menons i)ar le milieu 0 de .\B la droite A'B’ 

é'pale et parallèle à CD, 
et renqilaçons le couple 
.VB(P,— P)par le couple 
A’B' (P, — P), qui lui est 
équivalent , d’après ce 
<pii précède. Il est clair 
que les forces de ce nou- 
veau couple seront paral- 
lèles à celles du couple 
Cl) (P, — P), puisrpie , 
par hypolhèse, elles sont 
Fis- ou situées dans le même 

plan ou dans des plans parallèles, et qu’eu outre, par cons- 
truclion, elles sont perpendiculaires à la même direction CD 
on A'B'. Cela posé, comme tout se passe sur un solide géo- 
métricpie , les points (’,, D et B' sont invariablement 
unis. Les deux forces parallèles ctde inème sens, appliquées 
en ('et B', pourront être remplacées par une seule dirigée 
suivant GI, et qm sera égale et opposée à la résultante des 
deux forces appliquées en A' et D. Donc le couple CD(P, — P) 
fait équilibre au couple B' (P, — P), et, par suite, au couple 
■\B(P, — P). Donc, pris dans le même sens que ce dernier, 
il lui serait équivalent; ce qui est justement la proposition 
;‘i démontrer. 

C’est celte propriété qu’on énonce en d'autres termes en 
disant qu’un couple peut être transporté comme on voudra 
dans son plan ou dans tout plan parallèle, sans changer son 
action sur le solide. 

Remarque.— On peut considérer cette proposition comme 
correspondant à l'axiome d’après lequel la Ibrce unique 
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pont l'iiT li'aMsporl(‘(! <‘ii mi point qiiHconqitf! do sa diiTolion. 

2.‘^5. — Aulrv remarque. — La di'iiiunsii'alion (|iii prd- 
côdo s’appiiif sur la coinpositiuii dos Idrocs parallèlos, (pii a 
(^t(- déduite de la lliéorie gi'iiérale du inouvemonl dos corps 
solides, au chapitre 1" du pn-soiil livre. Si l’on voulait édi- 
fier la théorie des couples sans passer par les propositions 
dont nous parlons, on pourrait aisément établir d'une ma- 
nière directe la composition des forces parallèles, en se ba- 
sant uni(|iiemont sur la composition des forci‘s concourantes 
appliqink's à un solide invariable. Parnii les diverses dé- 
monstrations applicables à ce point de vue, nous présente- 
rons la suivante , qui nous parait avoir l'avantage de se rat- 
tacher plus intimement à la théorie des forces concourantes 
plles-mèmes. 

Soit A I’ et .\Q les di’oiti's qui lepréseiitenl en grandeur 
• et en direction deux forces P 
et Q appliquées sur un solide, 
et concourant au point A. On 
sait (jne la résultante est re- 
présentée en grandeur et en 
direction par la diagonale A R 
du parallélograiiime APKQ. 

Cela posé , trai’ons sur le 
solide une droite (juelcoiiqiie 
liC, également inclinée sur 
'■is- <>-• chacune des deux forces P et 

Q, et cherchons la position du point 1) où la direction de 
la résultante vient couper cette droite RC. 

Désignons RC par n et RD pai' .r ; menons parle point R 
la droite 111 parallèle à RC. 



On a R I) : D C : ; I R : R II : : I Q : Q A . 


MaislQ=QR, car les angles QUI et QUI sont égaux 
II. » 
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pnisqiK» I H (‘St (‘galcincnt incliiu'O sur AI d QR. DoncIQcst 
éf!:il à la force; P. D’mi antre c(!tt(s QA est ('-gai à la force Q; 
donc 


B D : I) C : : P : Q , ou 
d'où l’on tire sans dilTicullé : 
P 


•T : a — a- : : P : Q , 


et a — X = a 


P-t-Q ■ ■ “ "P + Q 

c’est-à-dire que la rësnllanto divise BC en parties inverse- 
ment proportionnelles aux forces P et Q. Quant à son inten- 
sité, elle est évidemment (‘gale à -H Q- H- 2 P Qco* P A Q. 

Or, puisque tout se passe sur un solide , rien n’empèclie 
de transporter les points d’application des forces P, Q, R , 

(même fig. 62) respective- 
ment en C, B et D; et de 
les concevoir agissant le 
long de CP’, BQ' et DR'. 

Os résultats subsistent 
quelle que soit la position 
du point A , c’est-à-dire 
quelles que soient les in- 
clinaisons des forces C.P', 
BQ' et DR' sur la droite 
BC. 

Or, supposons que ce 
point s’éloigne à l’infini ; 
alors les deux droites CP' 
et BQ' seront parallèles, 
perpendiculaires à BC, et 
leur angle sera nul. L’in- 
tensité de la résultante 
R sera alors égale à 
l/P^ljHÏPQ=P-HQ. 
Sa direction sera parallèle aux deux autres forces, et son 



Fig. «S. 
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point d’application conliiuiera à partager lu droite BC en 
parties inversement proportionnelles aux grandeurs de ce» 
forces. 

Si P et Q agissaient en sens contraires (fig. fio), les mêmes 
raisonnements se feraient sans dilïlciilté pour l’angle C' A B 
supplément de CAB, et l’on arriverait au résultat connu 
de la composition des forces parallèles inversement dirigées. 
C’est ce qu’on peut vérifier sur la figure ci-contre, laquelle 
s’adapte, sans changer une seule lettre, à la démonstration 
précédente. 

Proposition troisième. 

236. — Deux couples de moments égaux et de ihème 
sens, agissant dans un même plan ou dans des plans paral- 
lèles, sont équivalents. 

Il est question, bien entendu, des couples dont les forces 
et les bras de levier diffèrent ; car, si les bras de levier 
étaient égaux , les forces seraient égales , d'après l’égalité 
supposée des moments : on retomberait ainsi sur la propo- 
sition précédente. 

Pour prouver le théo- 
rème actuel, nous allons 
faire voir que les deux 
couples, pris en sons 
contraires , sc feraient 
équilibre sur le solide. 

En effet , admettons 
d’abord que les deux 
couples soient situés de 
telle sorte que les milieux 
dcleiirsbrascoïiicidentet 
•"‘s- que les directions de ces 

bras se confondent. Soit donc AB (P, — P) et CD (Q, — Q) 
8. 
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deux couples agissant en sens contraires , et tels que 
Px A lî— Q X CD, ou P : Q : : Cl) : Ab. Les deux forces P et 
Q étant parallèles auront une r(■•sllltante nnicine, (’-gale à 
leur soniine et appli(|iiéc an point qui divise b(' en parties 
inversement pi'uportionnelles à leurs intensités. 11 est visible 
que ce point n’est antre (pie le milieu commun des deux bras 
de levier : c'ar, b O et CO étant respeclivenient égaux a la 
moitié de .\ R et de C J), on a 

C O : B O : : P : Q , 

en vérin de riiypolbèse faite sur les moments. 

Les deux forces — P et — Q ont de même une n'snltanle 
unique, appliqiu'C au même point ü, et qui est (‘gale et direc- 
tement opposée à la précédente. Les forces des deux conpb's 
se font donc équilibre. On on conclut que, si les deux couples 
agissaient dans le même sens, ils seraient équivalents. 

Cela admis, remarquons que, si les deux couples donnés 
n'avaient pas tout d’abord la disposition spéciale adopti'-e 
sur la figure , rien n’empêcherait de remplacer l’un d’eux 
par un antre identique , plac(’; dans son plan un dans tout 
plan parallèle , et qui remplirait la condition ci-dessus. La 
démonstration est ainsi tout à fait générale. 


Conséquences. 


1° Un couple quelconque peut toujours être remplacé par 
un autre dont le bras de levier est ('-gai à l’uniti- de lou- 
gneur et dont la force est par cons('(pient exprimée par le 
noiubn* (|ui représente l’ancien moment. 

2" L’évaluation des couples peut être remplacée par celle 
de leurs moments ; car tout couple étant ramem- à avoir 
pour bias de levier runité est, par définition, nuîsuré par 
la grandeur de sa force actuelle : or, cette force est Juste- 
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ment cvpriiiK'p p;u' le iioiuhn; qui le inoinciU 

doime. Ainsi se lioiive éleiulneaux couples de bi as inégaux 
la mesure adopt<;c d’abord poni- les couples d<“ même bras. 

3° .Aiiiaut de couples (pi'oii voudra, situés dans un seul 
plan ou dans des plans parallèles, j)euveut être rcmplata's 
par un seul, dont le moment est égal à la somme de tous 
les moments donnés; car ou ramènera tous ces coupU-s a 
avoir pour bras commun une droite égale à l'unité de lon- 
gueur, et pour forces des forces égales aux inumcnls respec- 
tifs. Par suite de la coïncidence desbi’as, les forces, se trou- 
vant ainsi appliquées aux memes points et sur l:i même di- 
rection, s’ajouteront ou se relrancheroul, suivant le sens, et 
coustiluerout un couple unique dont la force ou le nioment 
sera exprimé par la somme algébrique des nionicnis don- 
nés. 

Letle consé(|uence coirespond exactement au deuxième 
axiome du premier chapitre, qui consiste en ce que des 
forces appliquées à un même point, le long de la même 
droite, s’ajoutent ou se retranchent, suivant le sens dans 
lequel elles agissent : ce cpii revient à dire que la résul- 
tante est égale à la somme algébrique de toutes les forces 
données. ^ 

Il est inutile d’ajouter que le couple résultant, supposé 
ramené à un bras de levier égal ;i l’unité, peut actuelle- 
ment être remplacé- par un couple de bras et de force (piel- 
conque, mais de moment équivalent. 

U° Un couple peut loujours être décomposé eu autant de 
couples qu’on voudi a, dans un même plan ou dans des plans 
parallèles. Il siiflit que la somme algébrique des moments 
des couples conqmsants soit égale au moment du couple 
donné. 
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l*r«|M>Hitlen quatrième. 


237. — Doux couples situés dans doux plans qui se cou- 
ppul sous un angle quelconque se composent loujoui's en 
un seul; et, si l’on représente leurs moments par deux droi- 
tes Taisant entre elles le même angle que le plan des couples, 
et qu’on construise le parallélogramme, la diagonale repré- 
sentera eu grandeur le moment du couple insultant et on 
direction le plan de ce même couple. 

, Observons d’abord que, puisqu’un couple peut toujours 
être remplacé par un autre, de moment équivalent, situé 
comme on voudra dans son plan, t ien ii’empéche de suppo- 
ser que les deux couples donnés ont un même bras de levier 
place sur rinlerscciion des deux plans ; de telle sorte que la 
force de l’un fait avec la force de l’autre un angle précisé- 
Dienl égal à celui des deux plans. Cela rt-sulte de ce que les 
deux forces sont per|)endicu lait es à leur commun bras de 
levier, et de ce qu'elles sont respectivement coiiteiiues dans 
les plans des couples. 

Actuelleineut la démonstration devient fort aisée: car soit 

AB lecomnum bras, pla- 
cé surriiitersection 11, et 

(P, - P), (Q. -Q; los 

B forces des deux couples, 
dont les plans sont cou- 
séqncinment figurés par 
r A I et Q A I. Construi- 
sons le parallélogramme 
P.\QR, dans lequel les 
I côtés, (]ui représentent 

F'b- w- • les forces, représentent 

aussi les inoineuts des couples, puisque ces couples ont 


I; 

A 



-n 


-r 
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mèiiK' bras. Je dis que A R représeniera la force ou le ino- 
menl de ce couple résiillani, et que le plan de ce couple 
sera figiir<î par RAI. Ru effet, les deux forces P et Q peu- 
vent être remplacées pai- la force R, et d’après les lois coii- 
Miies de la composition des forces coiicoiirante.s. De même 
les deux forces — P et — Q peuvent èire remplacées par la 
force — R, obtenue par lu construction du parallélogramme 
symétrique. Donc les deux couples peuvent être remplact-s 
par le couple unique AB (R, — R), le(|uel répond aux con- 
ditions du théorème. 


Cuiigequencei. 

1° Réciproquement, ou pourra toujours remplacer un 
couple par deux autres situés dans deux plans (|ui se rencon- 
trent avec le premier suivant la même intersection on sui- 
vant des intersections parallèles. 

2° Autant de couples (|u'ou voudra, situés d’une manière 
quelcompie sur un même corps, pourront toujours être l’é- 
diiits il un seul : car il suffit d(' les composer successivement 
deux à deux. 

2.38. — On peut exprimer plus simplemeiil k- théorème 
qui précède, eu adoptant un attire mode de représentation 
graphique des couples. 

Remarquons, eu effet, qu’un couple pouvant être trans- 
porté comme on voudra dans son plan ou dans tout plan 
parallèle, il suffit, pour assigner sa position dans l'espace, 
de donner la direction de sou plan, et non ce plan lui- 
même. Celte direction, comme aussi celle de tous les plans 
parallèles, sera convenablement indiqmv au moyen d’une 
droite perpendiculaire, (|ue nous nommerons abréviative- 
ment aj'c du couple. I.a position de et* cmijile s’en déduira 
aussitôt ; car, par un point tiuclconque de l'axe, on n’aura 
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qu’il concevoir un plan iiüi iiiuI, dans lequel le couple serait 
siliié loin à fait arbitrairi'mciU. (> nièine a\c pourra indi- 
quer aussi la grandeur du couple, en prenant nue longueur 
représentative de sou moment. Enlin, le sens dans lequel le 
couple agit sera lignré pareillement, au moyen d’une con- 
vention analogue à celle des rotations (u" 1!)7), c'est-à-dire 
en comptant la longueur sur l’axe, à partir d’une origine 
quelconque, dans un sens tel que le couple tende toujours à 
l’ail e toiiriin' de gaucliiï à droite, pour un oliservateiir couclié 
sur l’axe, du coté oii est comptée la longueur représenta- 
tive du moment, et les pieds à l’origine de cette longueur. 
, .’liiaiid on considère des coiqiles situés dans plusieurs plans, 
rien n’cmpèchera de mener tous les axes par un même point 
de l’espace : il siilïira que ces axes soient pi'rpendiculaires 
respectivement aux directions des plans. Les longueurs se- 
ront compté-es à partir de ce point comniun, que nous iiom- 
nierons ventre Hex voiip/ex. 

r.ida posé , le tlié’orèine précédent prend la forme sui- 
vante : 

Si l’on mène deux droites ipii représentent en direction 
les axes de deux couples et en grandeur leurs moments, la 
diagonale du parallédogramnie construit sur les deux droi- 
tes repn-seiitcra de la même manière l’axe et le moment du 
couple r(''sultant. 

t'.ette proposition n’est autre, en réaliU-, <|ue celle que 
nous venons di^ pri'seiiler. .Mais on peut en donner aussi 
une dénionstraliou directe, delà manière suivante : 

Soit OL et OM les deux axes représentant la direction 
des plans des couples et la grandeur de leurs nionienis. .le 
dis ipie la diagonale 0(i du paralli’logramme ÜLfiM re- 
présentera la direction du plan du couple résultant et la 
grand<Mir de son moment. 

.\ous pouvons supposer, en vertu des propositions ii 
c! III, (|iie les deux couples ont été ramenés à avoir la même 
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foi •CL* — ( leurs bras de levier élaiil dés lors iiuiiii’-riquement 
égaux à leui-s iiioineiils ) — , et que ees bras sont placés 

P peipeiidiculain'inenl aux 

j droites ü L et OM, de telle 

A. , b sorte que leurs milieux 

' J o/T P soieiiteu O. Les deux eou- 

^ pies donnés sei'ont donc 


1*1 


E 


W 


-P* m; 


/ ' / 
/ I / 


-]• 


a 

Fig. üO. 


fignr('*s par A ii (P, — P) et 
-P CD' P, — P). 

Achevons les lieux paral- 
lélograniineségauxOA LC, 
OBFI). Puisque tout sc 
passe sur uu solide inva- 
riable, les deux forces parallèles Inappliquées en AetC, au- 
ront une résultante égale à 2P, appliquée en I, milieu de lu 
droite A Deinènielesdeux forces — P, appliquées en B et 1), 
auront une résultante— 2 P, appliquée en K. Les deux couples 
pourront ainsi être remplacés par le couple IK (‘2P, — 2P). 
Mais, comme IK est la moitié de KF, on pourra substi- 
tuer à ce dernier couple le couple IM-'^P, — IL, qui a même 
moment. Or, les bras A B et C I) représentant les deux couples 
composants, aussi bien que les axes OL clO.M, la diagonale 
0(i représentera le couple résultant en grandeur, aussi bien 
que le bras KF. D’ailleurs t)tr est évidemment, par cons- 
truction, perpendiculaire à KF. Donc O G est l’axe du cou- 
ple ri'sullant, (^onfoi ménicnt à l’énoncé du théorème. 


Contèqueiucu. 

1" Un couple étant donné par son axe, ou p<*ut le rem- 
placer par deux autres dont les axes sont représentés par 
les deux cétés du parallélogramme qui u pour diagonale 
l’axe donné. Si la direction des plans des couples compo- 
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saiils est fixdc d’avanc»', la direction de leurs axes le sera 
aussi, et dés loi's la grandeur de leurs moments s’ensuivra 
nécessairement. 

2° .\utant de couples (ju’ün voudra étant donnés par leurs 
axes, on trouvera l'axe du couple résultant en formant une 
construction polygonale dont les côtés successifs sci'out 
égaux et [laralléles aux axes donnés. Le dernier côté qui 
ferme ce polygone sera l’axe cherché. 

3" liéci|)roquement, un couple poui ra être remplacé par au- 
tant de couples qu'on voudra situésdans des plans déterminés. 

/i° Supposons que les trois axes des couples coiuposanls 
soient rectangulaires entre eux. Si l’on désigne par L, M, i\ 
les moments de ces couples, par G le moment du couple ri^ 
sullant, et par w, y les angles que forme son axe avec 
chacun des autres, il est visible qu’on aura les relations : 

G = l/l.*-L cosÀ=|^, cosu = ^, cosy— 

y ün nomme projection d’un couple sur un plan le 
coui>le formé dans ce plan par les projections du bras 
de levier et de la force du couple donné. Il est visible que 
le moment de la projection d’un couple est égal au mo- 
ment de ce couple multiplie par le cosinus de l'angle 
formé par son plan avec le plan de projection. Gar, si 
l’on construit le rectangle ayant pour (:ôtés le bras de levi<‘r 
et la force du couple donné, la surface de ce rectangle re- 
présentera le moment du couple, et le parallélogramme sui- 
vant lequel il se projette représentera la projection de ce 
«•onpie. Or, la surface du pai'allélogramine exprime le mo- 
ment du couple projeté, puisqu’elle est égale à l’un des côtés 
mnitiplii* par la perpendiculaire comprise entre les deux au- 
tres. ^lais l’on sait aussi, d’api'ès la théorie des projections, 
(pie ce parallélogramme est égal au lectanglc multiplié par 
le cosinus de l’angle des deux plans. 


Digilized by Google 


THÉORIE DES COUPLES. 


123 


Cela posé, on voit que, si un couple G est décomposé en 
trois antres L, M, N, situes dans des plans lecUuigidaires 
qui coupent le plan du couple G au iiu nie point, ces couples 
composants L, M, 1\ ne sont autres que les projections du 
couple G sur chacun des trois plans. Car, d’après la consé- 
quence précédente, le iiioiiieut de chacun des couples com- 
posants est égal au moment du couple résultant multiplié 
par le cosinus île l’angle des axes correspondants, ou, ce i]ui 
revient au même, multiplié par le cosinus de l’angle ipic 
forment les plans des couples eux-mêmes. 

Cette identité a lieu, non-seulement |)our les compositions 
et les projections orthogonales, mais aussi pour celles qu’on 
f ITectue obliipiemeiit. Si nous l’avons présentée pour le mode 
orthogonal, c’est parce tpie c’est la forme sous laquelle on 
s’en sert le plus habituellement. 

Jiemarque /. — (]e qui pn-cède est compris sous la déno- 
mination de loi» de la compoxilion el de la dccumjw»ition 
de» couple». 

Ces lois sont entièrement semblables à celles de la compo- 
sition des forces, et, en général, tout ce qui a été dit sur ces 
dernières convient également aux couples. C’est un nouvel 
exemple de cette forme de notre esprit, en vertu de latpielle 
une théorie, ('■difiée en vue de certains objets, tels cpie les 
forces, subsiste intégralement lorsque par la pens(‘e on 
substitue à l’effort simple (|ui correspond à la notion de foret'», 
cet autre effort, d’une nature spéciale, tpii correspond à la 
notion de couple. 

liemarque fl. — Nous avons toujours supposé implicite- 
ment que les couples considtirés étaient c’est-à-dire 

que leurs niÉiments gardaient la même valeur pendant toute 
la duree de leur action. .Si ces couples étaient variables parce 
que leurs forces ou leurs bras de levier changeraient gra- 
duellement, on pourrait les envisager comme constants pen- 
dant un temps iuliniiueut irntit, et les théorèmes précédents 
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s’appliiiiionii’iu à cliacun de ces loiiips élénienlaires. C’esl 
le ntènie oi'ilre de coiisidéralioiis di^à préseiilées à l’occa- 
sion des foices : c’esl pounpioi nous n’y insislerons pas da- 
vantage. 


l*rop«silion Hii<|uième. 

239. — 'J'oules lesibrces, appliquées à divers points d’un 
solide invariable, peuvent toujours élreraineiiées au système 
d’une rorct! unique et d’un seul couple. 

t'elle proposition a déjà été di'-inonirée au n" 232, puis- 
qu’elle est précisément la base de la conception même des 
coiipl(;s. Mais on l’a présentée alors comme une consétitience 
de la mélhod(.“ géiu'rale de la réduction des forces appliquées 
à un solide, méthode developpét; au n" 212. Ctt que nous vou- 
lons montrer actuellement, c’esl comment celte même pro- 
jMJsition découle direclemeiil des lois de la composition des 
couples, établies sans emitruntcr It^s n'suliats de la méthode 
générale. En effel, par un point arbitrairement choisi du so- 
lide, on peut mener, parallèlement à ruiic quelconque des 
forces données, deux anties forces direcleinenl opposées cl 
égales en valeur absolue à la force considérée, ün a ainsi 
un système de trois forces, au lieu d’une, lequel représente 
évidemment : 1" une force égale et parallèle à la force don- 
née; 2° un couple de même force et dont le bras de levier 
est égal à la distance du point choisi à la force en question, 
llépétanl la même opération pour chacune des autres forces 
du solide, et les rapportant toujours au même point, on rem- 
place le groupe entier de ces forces : 1“ par autant de forces 
concourantes respectivement égales cl parallèles aux forces 
données, et qui ne sont, en queUpie sorte, que ces forces 
transportées parallèlement à elles-mêmes sur le point choisi ;’ 
2' par autant do couples de mêmes forces et dont les bras 
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de levier sont respecliveinenl représentés p:ii‘ les perpendi- 
culaires mein'-es dn point aux directions di'sdites forces. Or 
le groupe d<‘s forces concourantes est réductible à une 
seule ; le groupe des cou|)les est ('galeinent réductible à un 
seul. Tout est donc ramené à une force et à un couple unitiue. 

Remarque /. — D’après la inanicn? luèine dont s'effectue 
la composition des forces et celle des couples, il est visible 
(|ue la force et le couple ^■sultants ne seront pas situés dans 
le même plan, l’our qu'il en fut ainsi, il faudrait la circons- 
tance très partic.idière oit la construction polygonale corres- 
pondant aux moments des couples serait parallèb' et sem- 
blable à la construction polygonale correspondant aux 
grandeurs des forces. Dr, cela n'a évidemment pas lieu en 
gé-néral, piiis(|ue les valeurs des moments d<‘pendent non- 
seidement des forces données, mais aussi de leurs distances 
au point qu'on a choisi pour centre de la composition. 

Remarque //. — Le centre de la composition peut être 
pris partout oit l'on voudra sur le solide. Quand on fait va- 
rier ce point, la résultante nidquc reste la mémo <;n gran- 
deur et on direction, mais le couple résultant varie néces- 
sairement. 

Remarque III. — Si l'on prend le centre de gravitt’ pour 
centre de la composition, toutes les forc<‘s se trouvent ainsi 
remplacées par une résultante unique, appliquée à ce cen- 
tre, et par itn couple unique. Celte réduction montre avec 
une grande netteté que le double mouvement des solides 
libres, savoir une translation de leur centre de gravité et 
une rotation autour de ce centre, conslitiie un fait éminem- 
ment général : je veux dire par là qu'un de ces mouve- 
ments ne peut exister seul sans un concours de circonstan- 
ces très-particulières. En effet, les actions motrices de tout 
genre qn'iin solide peut avoir reçues ne se résolvent pas en 
une simple translation, à moins que le couple résultant soit 
nul, ni en une simple rotation, à moins que la résultante de 
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iQUtus ces actions transportées en un même point soit pa- 
reillement nulle. Or, il est bien évident (pio ces paiTienlari- 
tés ne se rencontrent pas habituellement, et qu’elles cons- 
lilueraient même une eÿcepiion fort remarquable. C’est 
pourquoi le fait observé de la translaliou d’uii corps doit 
induire à penser que ce corps possède aussi une rotation, et 
vice rerità. De semblables induclious u’ont jamais été dé- 
menties jusqu’ici, notamment eu astronomie. L’exemple le 
plus frappant qu’on en puisse citer est relatif au soleil, dont 
la rotation observée a fait supposer une irauslatiou que des 
des expériences directes ont ultérienrenumt vérifiée. 

liemarqitc IF. — La résultante unique et le couple ré- 
sultant pourront être remplacés par deux forces, qui ne 
seront ni parallèles ni concourante^. Ku effet, la résul- 
tante unique et l’une des forces du couple résultant, se trou- 
vant appliquées au même point, qui est le centre de.la com- 
posilion, peuvent être remplacées par une seide force, qui 
n’est évidemment ni parallèle ni concourante par rapport à 
l’autre force du couple. Cette nouvelle réduction n’a d’ail- 
leurs aucun intérêt, et nous n’en parlons qu’incidemment. 


Propokition klxième. 


2?i0. — Le moment d’un couple est égal à la somme algé- 
brique des momenU de ses deux forces par ra])port à un 
point qiieleoti(|ne situé dans son plan. 

iV. H. On se rappelle l’acception antérieure donnée au 
terme moment d'une force par rapport à un point : on en- 
tend par là le produit de cette force par la perpendiculaire 
abaissée du point sur sa direction. Il s’agit actuellement de 
montrer que, si l’on forme de cette manière les moments des 
deux forces du coiqtle pour nu point quelconque situé dans 
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• le même plan, la somme algébrique de ces deux produits 
sera égale à ce qu’on a appelé plus tard le moment du 
couple, c’est-à-dire au produit d une des forces du couple 
par la longueur du bras de levier. 

La d('-monstration est des plus simples j car soit A D(P,— P) 
un couple (pielconque, et 0 un point situé dans son plan. 

Pour former les muments 

- — — - - - des forces P et — P par 

I rapport au point O, il faut 
j mener la droite 01 per- 
i pendiculaire à leurs direc- 
^1 TB lions. Le premier mo- 

ment sera égal à P.ÜI, le 
P deuxième à — P.OII,puis- 
fig- tn. que la force agit en sens 

contraire. La somme algébrique P(OI — OH) se réduit à 
P.HI ou P..\B, ce qui est justement le moment du couple. 

Coneéquenceit. — 1" Si le point est pris à l’extrémité du 
bras de levier, le moment d’une des for ces est mil, et le 
moment de l’autre ne se distingue pas du moment du 
• couple. 

2° Le moment de la pr ojection d’un couple est égal à la 
somme algébrique des moments des projeraions des forces 
par rapport à un point quelconque pris dans le plan de la 
projection. 

.I'’ Cette dernièi'cconsé(|uence, rapprochée delacimpiième 
conséquence ilu n" 238, nous montre t|ue la somme algébrique 
des moments des projections des forces est égale au moment 
du couple primitif multiplié par le cosinus de l'angle que 
fait son plan avec le plan de la projection, ou encore que 
cette somme algébrique représente le couple composant re- 
latif à ce plan. D’où il suit que, si l’on projette les forces 
d’un couple sur trois plans rectangulaires, les sommes 
algébriques des moments des projections des forces se- 
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ront pn;alcs l'psppciiveniciil aux trois coiiplps composanls 
du couple floniip. 


('oiiploK Inslnnlnnés. 


2^0 (A/*). — On noninip couple iustantané un couple 
lurnip (le deux foires iustaulauei‘s, ('•gales, parallèles et iu- 
verspiiient dirigées. L’eflet de pareils couples est de déler- 
luiuer subilenieiil une rolalion du solide autour de sou ceuii'e 
de gravité, de inf'ine (ju'uue simple force instantanée appli- 
quée à ce cpuire détermine une translation du solide. Les 
couples iiistaiitaués soûl aussi nommés couples de ptreux- 
gions, loi'sque les forces iustautaïu'cs qui les constituent sont 
produites par des percussions. 

Tous les théorèmes que nous avons pre-cédemment ilé- 
montrés sur les couples ordinaires ne supposent rien lou- 
chant l’ém'i'gie ou la durée des forces (|iii entrent dans la 
composition des couples, l’ar conséquent ces théoiènies 
s'appli(|ucnt aussi hieu aux couples iustanlanés. .\insi les 
couples instantanés , situés dans le même plan ou dans des 
plans parallèles, s’ajoutent ou se relraindicul; ceux qui 
sont dans des plans différents se composent ou se dt'com- 
posent suivant les lois dé-jà exposées; le moment d’un 
couple instantané est égal à la somme algébrique des mo- 
ments d(! ses deux forces instantanées, etc., etc. 


l*roposilioD seplièiuc. 


241. — Si l’on applique sur un solide, assujelli à tourner 
autour d’un axe fixe, un couple coustani perpendiculaire à 
l’axe de rotation, on reconnaît : 
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1“ Qho l’acctUéralio» angulaire <‘st ronslaiile ou que la 
vitesst! angulaire croit proporlionucllcmeul au Icnips ; 

2" Que deux couples soûl entre eux coinuu! les vitesses 
angulaires qu'ils cominuniqueut au bout du même temps ; 

3° Que deux couples sont entre eux comme les moments 
d'inertie des solides auxquels ils communiquent la même 
vitesse angulaire au bout <lu même temps. 

Ces diverses projiositions découlent très-simplement de 
ce (|ui a été démontré sur les forces. Ou s:iit en effet que, 
lorsque des forces agissent sur un solide , dans des plans 
perpendiculaires à l'axe de rotation , la somme algébrique 
des moments de ces forces, pris par rapport à l’axe fixe, est 
liée à la vitesse angulaire communiquée au solide, et au mo- 
ment d'inertie de ce solide, par l’équation 


dans laquelle Qq représente le moment de la force Q par 
rap port à Taxe fixe, 1 le moment d’inertie du corps par rap- 
port à ce même axe, et 12 la vitesse de rotation (n° 220). 

Dans le théorème actuel, le couple est supposé agir dans 
un plan perpendiculaire à l’axe : on pourra donc établir 
l'équation ci-dessus pour les moments, pris par rappoil à 
cet axe, des deux foices qui constituent le couple. Or, on a 
démontré dans la proposition pn'cé-dente (lue la somme algé*- 
bi ique de ces deux moments est é-gale à ce que nous avons 
appelé moment- du couple. Si donc L désigne le moment 
constant du couple donné, on aura la relation ; 

(1) . = <i’"ù n=jt. (2) 

Cela nous prouve d'abord la première partie de l’énoncé, 
«avoir : que l’accélération angulaire ~ , égale n -j’ , est 
II. 9 


J 
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constanlp, ou qiio fi aiigmontp uniformément avee le temps. 

Celle première propriété eorresponti à celle qu’ont les 
forces constantes de commiiniquer , dans un mouvement 
rectiligne, des vitesses proportionnelles au temps. 

En second lien , si nous considérons deux couples diffé- 
rents, L et L', appliqués siiccessivement fl un même solide, 
et si nous désignons par fl et fl' les vitesses communiquées 
au bout du même temps, nous aurons : 

r. L L' 

fl = - t , C't fl = - / , 

d’où L : 1/ : : fl : lî' . 

Cette deuxième propriété correspond îi la proportionna- 
lité qui existe entre des forces constantes et des vitesses 
communiquées en ligne droite à la même masse. 

'froisièmement , supposons que les couples L et L' agis- 
sent respectivement sur deux solides ayant des moments 
d’inertie I et I' par rapport à leurs axes fixes ; si les vitesses 
angulaires produites sont les mêmes, de part et d’autre, an 
bouldu même temps, on aura : 

£2 = y / , et fl = Y ' ’ 

d oit L : I,' : : I ; r , 

Cette troisième propriété correspond à la proportionna- 
lité qui a lieu entre les forces constantes et les masses aux- 
quelles elles donnent la même vitesse au bout du même 
temps. L’on voit en outre que les solides n’inU'rviennent 
dans leur rotation que par leur moment d'inertie, de même 
que tous les corps n’interviennent dans leur translation que 
par leur masse. 

Quant au couple, il est l'instrument de la rotation autour 
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d'un axe fixe , exaclemenl comme la force simple est l'ins- 
trument de la trnnsluliun en ligne droite. 

Canséquence. — Lorsque le solide n'est pas assujetti à 
tourner autour d’un axe fixe, mais que le couple qui le sol- 
licite agit perpelidi(;ulairement à l'un des axe.s principaux 
relatifs au centre de gravité, si le solide est entièrement 
libre, ou perpendiculairement à l'un des axes relatifs au 
point fixe, si le solide est assujetti h tourner autour d'un 
point immobile ; toutes les propriétés qui viennent d’étre 
démontri'cs subsistent encore intégralement. Car ou sait 
que, l’axe de rotation étant choisi comme il vient d’étre dit, 
et les forces agissant dans des plans perpendiculaires , cet 
axe est tout à fait comme fixe , et n’a aucun lK*soin d’être 
retenu, pourvu que les forces soient égales , parallèles et 
inversement dirigées (n" 22/i), ce qui est justement le cas 
des couples. 

Ainsi le couple est l’instrument de la rotation autour d'un 
axe principal du centre ou d’un axe principal du point fixe. 


Application d« In théorie des eonpies à la méeanlqne 
des solides géométriques. 


Nous sommes actuellement en mesure de déduire de lu 
théorie des couples de nouveaux aperçus sur le mouvement 
et l'équilibre des solides invariables. 

2^2. — Interprétation des équations dn mouvement 
des solides. — .Supposons autant de forces qu’on voudra 
appliqiK'es à un solide. 

Un a vu (n“ 239) que toutes ces forces peuvent être rem- 
placées par une seule agissant en un point arbitrairement 
choisi, et pur un couple unique dont le moment dépend de 
la position du point pris pour centre de décomposition. 

9 . 
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Quant à la Taloiir do la forco iiniqiio, on sait qu’olloosn-ffalo 
à la rosnilaiilo do toutes les forros du solide, qu’on aurait, 
en qiiol(|UC sorte, trausporli-os parallèloinont à ollos-inèmes 
en un luèine point. Nous allons nionlror quelle est alors la 
sigiiifieatiou des ('•quations du niouvcntenl d*un solide lihre. 

Examinons les ('■(|ualions etabli(‘S au n“ 202, dont les trois 
premières eoueernent le mouvement du centre de gravite-, 
rapporté à trois axes de coordonnées fixes, et les trois au- 
tres le mouvement relatif des divers points du solide , par 
rapport à trois axes mobiles , passant par le centre de gra- 
vité et constamment parallèles aux axes fixes. 

Pour manifester le rapproebement que nous voulons éta- 
blir entre les deux llu'ories, nous prendrons pour centre de 
la composiliou dont il a été parlé plus liant le centre de gra- 
vit(’ lui-im’-me. .Mors la forci; résultante uniipte est la résul- 
tante de toutes les forces transportées en ce centre parallè- 
lement à elles-mêmes, et le couple n-snliaut unique provient 
de tous les couples engendrés par la translation de ces di- 
vei'ses forces. Il est visible en ce cas que l'action totale dé- 
terminée sur le solide se réduit : 1" à une translation com- 
mune à tous l(;s points, en vertu de la résultante appliqui^e 
au centre de gravité ; 2" à une rotation autour de ce centre, 
en vertu du couple i-ésullant tpii sollicite concurremment le 
solidi*. 

Or, si nous considi'-rons les trois premières ('(piations, il l'st 
visible que les premiers membres représentent précisi-ment 
les trois comp'isantes, suivant li-s axes fixes, de la force iiui- 
ipie (pii r(‘sulle du concours en un même point, fjiii est le 
centre de graviti-, de toutes les forces du solide, (gluant aux 
seconds membres, ils expriment le mouvement des divers 
points rapporli'-s aux mêmes axes. La signification de ces 
lroi> ('ipiations est donc conforme à la conception d'une r(‘- 
sultaiile unique appliipiée au centre de gravité, conception il 
laipielle nous avotis été conduits par la tliéorie des couples. 
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Ainsi cc qui n’ôtaitcn analyse (jii’uii symbole ab.-li aililovicnl 
aeiiielleiiKMil iiiic réalité eoiieiéle. An lien (rajonler pnre- 
mcnl des valeurs numériques eomposantcs, on exprime l'ac- 
tion d’une force efl'eclive, qui résulte de toutes les auti'es 
appliipiées actnellemeul en un même point, où elles se coiii- 
binenl d’après les lois ordinaires des forces eoneoui antes. 

Les trois dernières équations reçoivent nue interprétation 
senildable. Les premiers membres , (jui représentent les 
sommes des moments des diverses forces, estimés dans cha- 
cnn des plans de coordonnées mobiU's , représentent par 
conséquent les sommes des couples, estimés dans les mêmes 
plans, qui naissent de la translation des diverses foi ces au 
centre de gravité. Lu d’autres termes, si l'on conçoit chacun 
de ces couples décomposé en trois autres , parallèlemeul 
aux plans de coordonnées , 1a somme des couples compo- 
sants , dans un même plan , ne dilTèrera pas de la somme 
des moments des forces pris pour ce plan, ür, cette soiiimu 
de couples composants est égale au couple qu’on obtiendrait 
dans cc plan, en décomposani, parallèlement aux ii'ois plans 
coordonnés, le couple l'ésnltant unique qui équivaut à l'en- 
scmble des couples du solide. .Ainsi les trois premiers jnoni- 
bi ‘CS représentent les trois couples composants du eouffle 
unique dû à la translation de toutes les forces. Quaut SfKft 
seconds membres, ils expriment le mouvement relatif estimé 
dans les mêmes plans, c'est-à-dire le mouvement d(! rota- 
tion autour du centre de gravité, on, plus clairement, autour 
des trois axes de coordonnées qui passent par ce centre. Eu 
résumé, les trois équations en question expriment qii’anlonr 
de cliaipie axe mobile s’elTectne une rotation due au couple 
composant, perpendiculaire à cet axe, du couple résultant 
unique. Là encore ou peut recounaitre que les relations 
revêtent une signiiicalion concrète, et qu’elles ne repré«v 
sentent plus seidemeut des additions de quantités pure- 
ment numériques, mais qu’elles exprimcul l’eff' t réel produit 
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sur le solide par un agent effectif, qui est le couple unique 
eu question. 

On peut présenter ce dernier rapprochement sous une 
autre foi me, en faisant usage de la conception de l’équilibre 
entre les foices extérieures et les forces consei’vées d’un 
solide (n' 1H8). On voit en elîet que si l’on iiungine menées 
sur le solide les forces représcnlécs par les variations de la 
quantité de mouvement de ses divers points, c’est-à-dire ce 
que nous avons nommé les forces conservées, elles pour- 
ront, comiiie les autres, être icmplaci'es par une résultante 
unique, provenant de leiii’ translation parallèle au centre de 
gravité, et un coiqjle résultant uniqiu!, engendré par cette 
même translation, que nous nommerons le couple i vnserré. 
Les six équations précitées signifient donc : d’une paî t, que 
kl résultante des forces extérieures, transportées au centi'e, 
est égale et contraire à la résultante des forces conservé-es; 
et que le couple résultant unique des forces extérieures est 
parallèle et contraire an couple résultant uniiiue des forces 
conservées, ou , ce qui revient au même, lui fait équilibre. 

On voit de la même manière que les six équations qui 
expriment que les forces extérieures se font équilibre sur le 
solide signifient que la résultante unique estimée suivant 
trois axes est nulle, et (|iie le couple résultant uni(|ue estimé 
suivant trois plans est pareillement nul ; ce qui signifie en 
d’autres tenues (|ue , pour que l’équililirc existe, il faut que 
la force et le couple, qui remplacent tontes les foires du 
solide, soient séparément égaux à zéro. Et cette considéra- 
tion est évidente immédiatement d’après la théorie des cou- 
ples , car, puisque toutes les forces données se réduisent à 
cette foire unique et à ce coiqile unique, comme d’ailleurs 
cette force et ce couple ne peuvent pas se neutraliser réci- 
proqueinent , il faut bien que chacun d’eux soit nul de son 
côté , pour que l’état du corps ne soit pas iiilluencé jiar leur 
présence. 


Digitized by Google 


THÉORIE DES COl'PLES. 


135 


2A3. — Hotallon. — Nous venons d'interpréter les six 
équations générales du luouvenienl ou de l’équilibre desso* 
lides libres. Nous allons insister tout particulièrement sur la 
rotation, dont les phéuoincncs reçoivent une grande lumière 
de la théorie des couples. 

Puisque loute^i les forces sout toujours réductibles à une 
seule , appliquée au centre de gravité, qui ii'iuilueucc pus 
lu roiaiiou , et à uu seul couple qui détermine exclusive- 
ment cette rotation autour du centre, nous resterons dans 
la plus grande généralité eu considérant l'action d’un cou- 
ple unique. 

Supposons donc qu’un couple, de moment G, suit appli- 
qué à un solide libre. Désignons par /, pi, v les angles que 
forme le plan de ce couple avec les plans coordonnés que 
déterminent les trois axes principaux pris pour axes de 
coordonnées mobiles. Si l'on désigne pur L, M, N les mo- 
ments des trois couples composants du couple G, suivant les 
trois plans , on sait que les valeurs de ces moments seront 
exprimées ainsi : 

(1) I- = G Cüs / , M = G cos IJ. , N = G cos V . 

A l'origine du mouvement, le solide commencera par tour- 
ner autour d’un premier axe instantané passant par le centre 
de gravité, lequel ne sera pas perpendiculaire au plan ac- 
tuel du couple G. En elTet, si l'on décompose cette luiatiou 
en trois autres respectivement perpendiculaires aux axes 
des Z, des y et des x mobiles, qui sout les axes principaux 
du solide, et si l'on désigne par dr, dq, dp les rotations in- 
liniment petites qui ont lieu pendant le temps dt, autour de 
CCS trois axes, les angles foriués par l'axe instantané avec 
ces mêmes axes auront respectivement pour cosinus les va- 
leurs suivantes ; • 

__ 

\/ dr^ ' \/'dp--{-dq‘^-\- dr- ’ \/dp'-\- dq'-\- dr- 
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Ui', chacune de ces rotations intinimeut petites est due au 
couple composant (|ui est perpendiculaire à son axe; car, 
cet axe étant un des axes principaux du centre, tout couple 
dont le plan lui est per|)endiculaire fait tourner autour de 
l'axe libix*, comme s’il était fixe, et la valeur de la rotation 
produite est liée à celle du moment du couple par la for- 
mule qu'on a vue au ii" 2^1 ; en sorte que </c, rfc/, dp serout 
donnés en fonction de L, M, N, de la manière suivante : 



dt. 


N 



en désignant par C, l>, A les valeurs des moments princi- 
paux du solide par rapport aux axes des z, des y et des x 
mobiles. 

Nous remarquerons en passant que ces formules ne sont 
antres que celles qu’on avait trouvées au ir 20/i, quand ou 
avait rapporté le mouvement aux trois axes principaux du 
centre de gravité, comme axes de coordonnées mobiles. Eu 
effet, dans ces équations les premiers membres, qui repré- 
sentent les sommes des moments des forces suivant chacun 
des trois plans mobiles, représentent précisément les couples 
L, M, N dans lesquels a été décomposé le couple résultant 
unique G. Quant aux seconds membres, ils se réduisent à 
leurs premiers termes, à l’origine même du mouvement, 
puisque alors les vitesses angulaires p, r/, r sont nulles. 
.Actuellement, revenons aux équations (3) ; on en tire, d'a- 
près les relations ^1) établies ci-dessus : 

tir G eus >. dtf G cos fx dp G cos v 

di ~~ C ’ dt~ B ’ (ïï~^ A ' 


Il en ivsnltc que les cosinus des angles formés par l'axe 
iustiinUtiié avec les axes des z, des y et des a*, cosinus dont 
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les vuleui's sonl indiquées par lus rurmules (2), Uevieunciit 
respectiveiucnt : 

. V V V 

C08 /. • - , COS U • - , CO S V - ; 


en représenlanl abréviâtiveincnl par V la (juanlilé 
1 


/cos '). . cos -U 

V~c=' 


cos “v 


Or, pour que l’axe instantané soit perpendiculaiie au plan 
du couple G, il Huit que les angles qu'il forme avec les axes 
des Z, des y et des x soient respectivement égaux aux an- 
gles que forme le couple avec les plans des xy, des zx et 
des y Z : il faut donc que les valeurs ci-dessus seréduiseiit à 
cos cos n, cos V, ou qu’on ait : 

V = A = B = C . 

condition qui ne peut être satisfaite que si le solide est uiio 
sphère. Dans ce cas, la valeur de V se réduit identiquemeiil 
à l’une quelconque des quantités A, B, C. 

Sauf ce cas très-partictdier, pour lequel on voit d’ailleurs 
« priori qu’à cause de la symétrie tout couple doit faire 
tourner autour d’un axe perpendiculaire à son plan, il de- 
meure démontré qu’à l’instant même où l’on applique un 
couple sur un solide quelconque l’axe de rotation ne sera 
pas perpendiculaire au plan du couple. 

Dès lore, on se rend compte clairement de la jverpctuelle 
mobilité de l’axe instantané, et du rôle que joue le couple 
pendant toute la suite du mouvement. 

Car, à l’origine, on peut remplacer le couple donné par 
deux autix‘s, l’un perpendiculaire au futur axe iustautaiu', 
l'autre dam> un plan passant pur cet axe. llsullit, pour cela. 
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de mener, par l’iiitei'seclion du plan du couple donné avec 
l'axe instantané, un plan perpendiculaire ù cel axe; et, par 
rintcrsection de ces deux plans et par l'axe instantané lui- 
même, de conduire un autre plan, qui sera nécessairement 
perpendiculaire au pr(‘cédent. Les trois plans ayant ainsi 
leui- inlei-secliüu commune, le couple donné peut être dé- 
compose en deux autres, suivant les deux nouveaux plans 
(n° 337). Petidant lu durée iniiniment petite dt, lu rotation 
ayant lieu autour d’un axe perpendiculaire au plan du pie- 
ini(!r couple composant, celui-ci produit la vitesse angulaire 
comme si l’axe était fixe ; c’est pourquoi M. Poinsot l’a 
nommé couple arceléraleur. Quant au second couple com- 
posant, il est sans influence sur la rotation, puisqu’il est 
dans le plan même de l’axe : il sert uniquement à maintenir 
cet axe pendant la durée infiniment petite du mouvement et 
à combattre les réactions que développe sur lui l’elTort du 
couple accélérateur. Sans son intervention, c’est-à-dire si le 
couple acc'élérateur existait seul, ce serait un autre axe que 
l’axe supposé qui serait eu jeu, puisque l’axe instantané ne 
peut pas être perpendiculaire au plan du couple qui pro- 
duit la rotation. Ce second couple est donc comme le couple 
auxiliaire de la rotation, pendant le premier instant dt : 
c’est lui qui tient lieu des points fixes qui devraient être 
établis sur i’axc instantané, si l’on voulait que le couple 
accélérateur, agissant seul, engendrât une rotation perpen- 
diculaire ù son plan. 

An bout de ce premier instant, eu admettant même que 
les valeurs du couple accélérateur et du couple auxiliaire 
soient encore les mêmes qu’à l’origine, l’axe de l otation ne 
pourra pasgai'der sa position primitive. En effet, par cela seul 
qu'un commencement de vitesse angulaire existe actuelle- 
ment en vertu de l’action initiale, l’état des choses se trouve 
changé, et les vitesses acquises, si petites qu’elles soient 
d’ailleurs, des divers points du solide, font que le couple 
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auxiliaire ne peut plus, comme aiipuravanl, maintenir Taxe 
instunlaiié : car ces vitesses exigent que l'axe de rotation 
développe des forces centripètes correspondantes (n° 225), 
qui n’élaiciit pas nécessaires à l’origine, où ces vitesses 
n’existaient pas encore. Comme l’axe est entièrement libre, 
et , par suite , ne peut développer les forces centripètes 
dont nous parlons, il doit née<'ssairement être entraîné, 
c’est-à-dire oeeiiper pendant un second instant une nouvelle 
position dans l’espace et dans le corps; <‘t ainsi de suite, 
pendant tonte la durée du mouvement. 

Kous allons revenir sur ce sujet en montrant que toutes 
les forces centripètes que doit développer l’axe de rotation 
à un moment (|uelconquc équivalent à un certain couple, et 
que, par suite, l’axe instantané est pressé par un couple 
égal et contraire qui détermine celte nouvelle position dont 
il s’agissait tout à l’heure. C’est ce qui ressortira à la fin des 
considérations dévelo|)pécs dans le numéro suivant. 

— Rolalion ftanM forceH «xléricnrea. — Suppo- 
sons (pie le solide, ayant re(.u un mouvement autour de son 
centre de gravité, par des causes (pielconqui's, soit par un 
couple ordinaire, soit ])ar un couple de percussions, conti- 
nue à tourner de lui-ménie autour de ce centi-e, apivs (jiic 
toutes les actions extérieures l’ont abandonné. 

Aous avons vu pré'cédeininent (n" 211) que, dans ce cas, 
le groupe de forces instanlainies capable de réduire le so- 
lide au repos garde un nionient constant suivant chaque 
plan coordonné. Puisque nous ne nous occupons ici que de 
lu rotation autour du centre, et que nous négligeons la 
translation de ce centre, sans influence sur la rotation elle- 
même, nous pouvons dire que les forces instantanées dont 
il s’agit sont réductibles à un couple instantané unique; et, 
comme les inoineiits des forces suivant les trois plans re- 
présentent précisément les trois couples composants, paral- 
lèles aux mêmes plans, par lesipiels le couple unique |)CHt 
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tHi f remplacé, il en résulte que chacun de ces couples cuiu- 
pusanls deiiR iirc consiaiil pendaul toute lu suite du uiou' 
veinent; ce qui nous montre que le couple unique lui-même 
garde une intensité constanlc, et que son plan demeure in- 
variable de direction, par rapport aux axes de coordonnées. 
Oi', dans le n” 311 que nous venons de rappeler, les axes de 
coordonnées ne sont plus les axes |)i'incipaux mobiles du 
solide, mais bien trois droites supposées fixes dans l’espace, 
^'ous voyons donc qu'à une (‘poque quelconque du mouve- 
ment la grandeur du couple instantané, capable de réduire 
le solide au repos, ou, ce qui revient au même, la grandeur 
du couple de percussions, équivalent an solide en monve- 
nient, demeure exactement la même, et que son plan garde 
une direction invariable dans l’espace absolu. C’est là le prin- 
cipe de la contercaliun de la rotation, qui correspond à 
celui de la conservation de la translation pour un point ma- 
tériel unique. Ainsi, dans les solides, lu loi d’inei'tie con- 
siste en ce que, d’une part, la translation reste rectiligne et 
unilormc, ou équivaut à une percussion unique, appliquée 
au centre de gravité, de grandeur et de direction constan- 
tes; et, d’autre part, eu ce que la rotation équivaut à nu 
couple de percussions ayant une grandeur et une direction 
pareillement constantes. 


Principe de la conNervalion des aires. — Les mo- 
ments des trois couples composants du couple nuique 

sont respectivement représentés par Im ^ ^ ’ 

.. Idx dz \ t’dz dii \ 
^”'\Tt^~7i'^)'^”^\Tt'-^~dt'i' sont 


«■gales aux doubles soumn.-s des produits des musses par les 
projections des aii'es d(’‘crit«;s dans chaque plan coordonné. 
Ces moments, que j’appellerai L, .VI, A’, sont donc égaux aux 
quantités que nous désignions au n° 137 par A', .V'. Le 
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priiicipo (If* la coiisorvatioii dns airns dans les trois plans 
« oordonnns, on, nn gnnnral, dans un plan f|nnlcoininn, re- 
vient donc an principe de la conservation du couple instan- 
tané, esiinn* suivant les trois plans coordonin‘S, ou, en gé-- 
né-ral, dans nu pian queIconf|ue. La propriété analytique, 
reconnue dans le mouvement des solides, cl qui mettait en 
jeu des quantit(’-s absti'aites, à savoir des produits de mas- 
ses par des surfaces, prend maintenant un caractère con- ‘ 

cret, puisqn'ii ne s’agit plus que de la conseivalion d’un 
instrument effectif de rotation. 

On avait reconnu de même que le plan du maximum des 
aires était celui qui faisait avec les plans coordonn(-s des an- 
gles dont les cosinus étaient proportionnels à A, A', A". Or, 
ces cosinus sont aussi porportionnels à L, M, N : ce sont 
donc les cosinus des angles formés par le plan dit couple 
unique lui-même. La propriété, diimontrée d’abord par de 
longues formules algébriques, devient ainsi immédiatement 
évidente par la théorie des couples, puisqu’il est clair que 
toute projection du couple unique sur un plan quelconque 
est moindre que ce couple unique. 

(*n remarque en outre que, puisque le moment cl la di- 
rection du couple unique varient selon la position du point 
pris dans le corps pour centre de la composition , le maxi- 
mum des aires et la direction de son plan varient aussi avec 
l’origine des coordonnées, qui n’est autre que ce centre de 
composition. Il y a donc un maximum pour chaque point, 
ce qui laisse conséquemment indéterminée la position du plan 
invariable, si l’on ne spécifie pas à l’avance quelque antre 
condition qui assigne le maximum particulier qn’on a en vite 
parmi tous ceux, en nombre infini, qui correspondent à la 
propriété fondamentale. Pour avoir un plan véritablement 
invariable, on pourrait, par exemple, choisir celui dont le 
maximum est le plus petit de tous les maximum des divers 
points de l'espace. 
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i\oiis verrons plus lard comment ces remar(]ucs sontctea- 
dues au mouvement d'uii système matériel quelconque. 

Iléduclioa des forceit centripètes. — Le solide étant 
abaudonué à lui-même et tournant actuellement, pendant un 
instant inriniment petit, autour d'un eertuin axe, il se déve- 
loppe, pendant cet instant, dans l’intérieur du solide, des 
foiT.es centripètes, toutes situées perpeiidiculairemenl à 
l'axe inslanlaiié, cl qui ont pour eiïel de mainionir chaque 
point dans son oibile circulaire, et d’empêcher qu’il ne 
s’échappe suivant la tanjtente, en vertu de la loi d’inertie. U 
est facile de voir que toutes ces forces se réilnisenl à un 
couple unique qui passe par l’axe instantané. En effet, pre- 
nons pour axe des z l’axe actuel de rotation, et pour axe 
des J' cl lies y deux droites rectangulaires menées au centre 
de gravité. La force centripète d’un point m sera exprimée 
par — wii2’r, ii étant la vitesse angnlaiie actuelle. Celte 
force pourra être dé-composée en deux autres, parallèles aux 
axes des x et des y, cl i|ui auront pour valeurs — mLl^x 
et — miï‘y. Chacune de ces deux composantes peut être 
transportée à l’origine des coordonnées, ce qui donne nais- 
sance aux deux couples — tnil'xz et —niL¥yz. En faisant 
de même pour les forces centripètes de tous les autres 
points, on aura : 

1“ Deux forces — et — ImiPy appliquées à l’ori- 

gine, qui est le centre de gravité du solide. Or, ces forces, 
pouvant êliT écrites — et — iï’lmy, sont évidem- 
ment niilles, d’après les propriétés connues du centre. 

y Deux couples — H'^lfuj-z et — iFlmyz, situés respeeti- 
vemenl d ms les plans des xzetdesyz,et qui se composent en 
uuseuldonllemomentcstégalà — f2’ ^{Imxzy -t- (^Imyzy, 
et dont le plan passe par l’intersection des deux couples 
composants, c’est-à-dire par l’axe instantané. C’est ce couple 
des forces centripètes, que devrait à chaque instant dévelop- 
per l’axe de rotation pour maintenir le mouvement cireu- 
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lairc des points matériels. Réciproquement, on peut dire que 
l’axe est pressé par un couple égal et coniraire au précédent, 
qu'on nomme, d'après les locutions déjà adoptées, couple 
des forces centrifuges. L’axe de rotation, étant libre et ne 
pouvant conséquemment détruire par sa résistance l’effort 
du couple centrifuge , est entrainc par ce couple , que 
nous proposons de nommer couple de renvertement ; et 
dès lors la mobilité perpétuelle de l'axe instantané en résulte 
naturellement. C’est ce même couple qui intervient aussi , 
lorsque le solide est sollicite' par un couple extérieur, pour 
empêcher le maintien de l’axe de rotation , ainsi que nous 
l’avons vu dans le numéro qui précède. 

Remarque . — Le couple de percussions qui l'-quivaut à la 
rotation du solide peut à chaque instant être remplacé par 
deux autres : l’un perpendiculaire à l’axe instantané, l’autre 
situé dans un plan qui contient cet axe. En d’autres termes, 
le mouvement du solide se produit à chaque instant comme 
si, ce solide étant au repos, deux couples de percussions le 
frappaient soudainement, l’un perpendiculaire au futur axe 
instantané , et l’autre dans un plan qui contient cet axe. Le 
premier produirait la vitesse angulaire qui a lieu effective- 
ment autour de l’axe : le second, qui jouerait le rôle de cou- 
ple instantané auxiliaire , formerait les forces nécessaires 
pour maintenir l'.'ixe contre les réactions dues aux percus- 
sions du couple accélérateur. A un autre instant, ce serait 
iiiv autre couple de percussions accéléiatcur et un autre 
couple de. percussions auxiliaire qui réaliseraient la rota- 
tion correspondant à cet instant. Chacun de ces deux cou- 
ples pouvant varier individuellement, quoique le couple 
total de la rotation, qui est leur résultant, demeure constant 
en grandeur et en direction, on voit qu'aux diverses époques 
considérées la position de l’axe instantané et la grandeur 
de la vitesse angulaire autour de cet axe peuvent fort bien 
ne pas être les mêmes ; et c’i st ce qui arrive en effet, puis- 
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i|iie, aussitôt après iinfi de ees |MTCussions capables de mettre 
le solide dans l'état de moiivomeiittoii il se trouve en l'éalité, 
le coupled es forces centrifuges sc développe naturellement 
et agit pour déplacer l’axe instantané. 

Nous croyons inutile d’ajouter que le couple des forces 
ceotrifiiges ou de renversement disparaît, lorsque le solide 
tourne autour d’un des axes principaux du centre de gra- 
vité. Si le solide est en même temps sollicité* par un couple 
extérieur, comme celui-ci est alors , par hypothèse, néces- 
sairement perpendiculaire à l’axe principal, le couple auxi- 
liaire disparait également. 

245. — Solides aniNuJeUiti. — L’application de la théorie 
des couples aux solides assujettis ii’offre aucune difficulté. 

.S’il s’agit, par exemple, d’un solide mobile autour d’un 
point fixe, on pourra raisonner pour ce point comme |)our 
le cenire de gravité. Ainsi, en le prenant pour centre de la 
composition, toutes les forces, ti ansporiées parallèlement à 
elles-mêmes, s'y réduiront à une seule, qui s<*ra annulée par 
la résistance du point fixe, et, quant aux couples engendiés 
par cette translation, ils sc réduiront aussi à un seul, qui 
conservera toute son efficacité pour faire lourner le solide 
autour du point fixe, comme naguère autour du centre de 
gravité. D'oii il ressort que les équations du mouvement et 
de l’équilibre se réduiront aux ti ois équations des moments, 
obtenues en prenant le point pour origine des coordonnées; 
pareillement, les axes principaux du point joueront le 
même réde que les axes principaux du centi’e de gravité, et 
l’axe instantané de la rotation sera perpétuellement rcnvci*s<'! 
antonr de ce point par le couple des forces centrifuges. 

Si le solide est assujetti à tourner autour d’un axe fixe, il 
est visible que toutes les forces transportées en un point 
quelconque de l’axe sont détruites, et que le couple unique 
peut être décomposé en trois autres, savoir : l’un perpendi* 
nilaire il l’axe, et les deux aulres suivant deux plans passant 
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par I iixo. De rcs trois roupies, le premier seul garile son ef- 
ficaeini et détermine la rotation autour do Taxe fixe. L’é- 
quaiioii noique du mouvement n’e.st antre que lequalion 
connue, dans laquelle la somme des monienls des forces re- 
présente préeis<’>ment le moment du couple normal. Quant 
au couple des forces centrifuges et quant au couple auxi- 
liaire, ils sont détruits par la résistance de l'axe fixe. — Si 
cet axe est un des axes principaux du ccnti-e de gravité, un 
couple de percussions, appliqtu' sur le solide, ne donnera 
lieu a aucun contre-coup sur t’axe fixe. ' 


Exienslon de la Ihéoric des roiiplr« ù la mécanique 
des aysIèuiPH malérielM qucIconqucH. 

Considérons un système, dynamique ou gi’-ométri- 
que, qui se meut en vertu de ses seules forces inKu icurcs et 
qui est entièrement libre dans l’espace absolu. 

Le groupe de forces instantanées, capable à un instant 
quelconque de réduire le système au repos, ou, ce qui re- 
vient au meme, le groupe égal et contraire, qui équivaut 
au mouvement actuel du système, satisfait à la double con- 
dition de donner d(« sommes constantes de composantes 
suivant les trois axes et des sommes constantes de moments 
suivant les trois plans (ir 137). 

Mais, si l’on vient à solidifier toulà coup le système, on ne 
modifiera pas les sommes des quaiititfis de mouvement sui- 
vant les axes, ni les sommes des moments de ces quantités 
de mouvement suivant les plans. Donc le groupe de forces 
capable de réduire au repos, à un instant quelconque, le 
système supposé solidifié fournira les mêmes sommi's de 
composantes et tle moments à une époque qiu'lcompie du 
mouvement. Or, ce groupe de forces, étant dès lors appliqué 

'• lü 
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à lin solide, se oomposera en une seule force et en iin seul 
couple. Par conséquent, celle résiillaiite l't ce couple uni- 
que demeureront constants, quel que soit l’inslant consi- 
déré. 

Ainsi, loi*sqii'iin système malé-riol se meut sons l'action 
de ses seules forces inlérieiires, la force instantanée qui re- 
pré*senle la translation du système supposé soli lifié, et li* 
couple instantané qui représente la roiaiion de ce même 
système autour de son centre de gravité, conservent indéfl- 
nimenl les mêmes valeni’S et les mèines directions. 

Ce principe de la co/ixerrafion de la force et du couple 
constitue la plus grande généralité possible que reçoive l'ex- 
pression de la loi d'inertie dans les systèmes à liaisons quel- 
conques. 

La conservation du couple correspond an principe de la 
conservation des aires, avec celle grande supériorité que ce 
qui n'était qii’uii résultat analytique, sans aucune significa- 
tion concrète, prend désormais ce caractère de réalité qui 
plaît à l'esprit en matérialisant en quelque sorte l'objet de 
ses conceptions logiques. On y trouve en même temps une 
explication bien simple d<‘ l’invariabilité du plan maximum 
des aires, qui n’est autre que le plan du couple de rotation. 
Du même coup, on voit que ce plan conserve la même di- 
rection, et que la somme des projections des aires est plus 
grande pour lui que pour tout autre; car la projection du 
couple sur un plan quelconque est évidemment moindre 
que ce couple lui-même. 

ün remarque aussi, comine on l’a déjà fait pour les soli- 
des, que, le centre de la composition pouvant être pris par- 
tout où l’on voudra, le moment et la direction du couple 
résultant, et par suite le plan invariable et le maximum des 
aires, ont lieu, avec des valeurs différentes, pour chaque point 
de l’espace. Dès lors, la direction du plan invariable n’est 
véritablement déterminée que si l’on assigne quelque autre 
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condition, par exemple, celle quu le maximum soit moindre 
pour le point choisi que pour tout autre. Il est évident que 
cette condition répond à une composition telle que la direc- 
tion de la résultante unique soit perpendiculaire au plan du 
couple unique. Car, pour peu qu’on écarte le point de la di- 
rection de cette résultante, on engendrera, par la transla- 
tion à ce point, un nouveau couple perpendiculaire au pré- 
cédent, et qui se composera avec lui pourdouner un couple 
unique plus grand ; par suite, le nouveau maximum des aires 
correspondant au point ainsi déplacé surpassera le maxi- 
mum préalablement choisi. Cette condition de perpendicu- 
larité, entre la résultante et le couple, permet de délerminer 
exacteroent le point en question. 11 est visible en même 
temps que tous les points qui appartiennent à la direction 
de cette résultante donneront la même valeur miiiima du 
maximum. Car, par la translation à un de ces nouveaux 
points, on n’engendre pas d’autre couple, attendu que le 
bras de levier est forcément nul, par suite de ce que le dé- 
placement coïncide avec la direction de la force transpoi tée. 

247. — Les résultats qui précèdent convicimciu mani- 
festement au système planétaire, qui n’a aucun point li\e 
et qui n’est sollicité que par des forces inlérieures. L’appli- 
cation de la théorie des couples au plan invariable du monde 
jette une grande lumière sur la cause des erreurs qu’on a 
commises dans la recherche de ce plan, et qui consistent, 
ainsi que nous l’avons dit au n° 139, en ce qti'oii a négligé 
la rotation des planètes et du soleil sur eux-mêmes et la cir- 
culation des satellites autour de leurs planètes. « Il semble, 
« en effet, dit M. Poinsot, que ces aires n’é'laul point traeties, 
« comme celles des révolutions des planètes, autour d’un 
« même centre, mais se décrivant à part autour de divers 
« centres particuliers, elles sont en quelque sorte des aires 
« indépendantes, et qu’elles ne duiveiit point entrer dans la 
« combinaison dont il s’agit. Ainsi, en supposant même que 
10 . 
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« la considération de ccs quantités se fût présentée un nio- 
« ment à l'espril, on voit qu’elle aurait pu être écartée aus- 
« sitôt comme une idée étraiigèro , et sans qu’on en fit 
« aucune mention. C’est ce qui explique naturellement 
« l’omission et l’erreur dont je parle et (|ui a pu si facile- 
« ment échapper dans rancieune théorie. Mais, dans nos 
« principes, cette omission est impossible; car, pour nous, 
« les aires ne sont point des surfaces qu’on projette sur tel 
« ou tel plan, mais de véritables forces de rotation ou des 
« couples qui s’exercent dans le système : et il ne s’agit pas 
« i(;i de simplifiei' un calcul ou de rcch(Tcher un plan sur 
« lequel la projection des aires soit un maximum, mais bien 
« de composer entre eux ccs couples qui agissent, et de dé- 
« terminer la grandeur et la position du couple unique qui 
« en résulte ; couple remarquable, dont on démontre que le 
« plan et la grandeur se conservent les mômes dans tout le 
« cours du mouvement, malgré les changements qui arri- 
« vent aux grandeurs et aux inclinaisons mutuelles des dif- 
•< férents couples qui le composent. Par cette notion dyiia-, 
« miqiic des aires, il siinU donc de jeter les yeux sur le 
« système du monde pour voir que l’aire maximum, ou, 

« pour mieux dire, que l’aire r<’sultante doit être composée, 

« non-senlement de celles qui viennent du mouvement des 
« planètes dans leurs orbites, mais encore de celles qui nais- 
« sent des mouvements particuliers des satellites et de I:i 
« rotation de tous ces corps sur leurs propres axes : car, 

« bien que ces aires soient décrites autour de différents cen- 
« très, comme elles ne sont qu’une expression géométrique 
« des couples qui les produisent, il est évident qu’elles doi- 
« vent être toutes rapportées à un seul et même foyer et se 
« composer ensemble comme si leurs plans y étaient tous 
<> iransporlé-s parallèlement à eux-mêmes. » 

Passant ensuite à des considi-i-ations plus élevées eneore 
sur l’intariabilité du plan maximum, d('iermim- même en 
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toiiaiU compU" i‘\aclcmonl de tous les éléinciils dont nous 
venons de parler, le grand gcomèlre s’exprime ainsi : « Il 
»' serait hors de toute vraiseinblance que les étoiles n'eus- 
« sent aucune action sur le soleil et les planètes qui l’ac- 
« compagnent; et de cette action iiit'gale sur les dilîëieiils 
« points du système doit résidter un couple infiniment petit 
« qui altère insensibicmciil la position du couple actuel qui 
« anime ce système. 

U Ainsi, notre plan invariable même avec le temps pourra 
« changer. Dans nos théorèmes mathémaii(iucs, tout est ri- 
» goureux. La couservalioiidu mouvement du centre de gra- 
« vite et celle des aires ont lieu sans la moindre altération, 
« parce qu’on y suppose un système paiiaitement libre, 
« c’est-à-dire tel qu'il serait s’il existait settl dans l’espace. 
« Mais, dans la nature, on ne peut plus faire cette siipposi- 
« lion, puisque, au delà de notre système solaire, nuits dé- 
« couvrons tatil d'autres corps qui peuvent agir sur lui. Ne 
« perdons jamais de vue que ces idées de constance et d’u- 
« iiiformité, qui plaisent tant à l’esprit dans l’étude de la 
« nature, n’ont au fond rien d’absolu : elh's ne conviennent 
« qu’à ce peu d’étendue ci de durée (jui nous est accordé 
« dans le temps et dans l’espace. Il eu est du di'veloppe- 
« ment de ces grands phénomènes comme d’une courbe im- 
« meiise, dont nous ne verriou.s qu’un arc d’une petite éteu- 
« due, et que nous prendrions pour une ligue droite dans 
« tout le reste de sou cours. Pour arriver à la cousiaiice ab- 
» solue, il faudrait remonter à tout l’ensemble des corps de 
« cet univers, de manière qu’il ne restât plus rien d’cxlé- 
« rieur à considérer. C’est alors qu’on pourrait dire de cet 
« ensemble que le mouvement du centre de gnvité est ri- 
« goiireuscmenl imiforine et rectiligne, cl que la résiillaule 
« générale de toutes les aires décrites est inaltiu'able de 
« grandeur et de position dans l’espace absolu. Niais alors, 

« comme on ne verrait plus aucune raison pour que ce 
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« cenlrc fùl porté (t'iin côté plutôt que de tout autre ni que 
<< reiiseniblo des corps tournât dans un certain sens plutôt 
« que dans le sens contraire, il faudrait conclure que le 
« coininun centre de gravité est parfaitenient en repos, et 
« que la résultante générale des aires est entièrement nulle. 
« Ainsi, l’on trouverait que toutes les forces et tous les mo- 
« nients de l’univers se balancent : je veux dire que si tous 
« les corps qui existent venaient à se lier entre eux de ina- 
« niére à former un système invariable de figure, ce sys- 
« tènie généial deviendrait parfaitement immobile dans 
« l’espace absolu. » 

Bien que les rédi'xions qui précèdent semblent dépasser 
les bornes li‘gitim<‘s de la nii'canique rationnelle, pour ren- 
trer plus spécialmneiit dans le domaine de la mécanique 
céleste proprement dite, nous avons ci u devoir les présen- 
ter ici, parce que, outre le sentiment de profonde philoso- 
phie qui les inspii'c et dont il importe d’être toujoui’s péné- 
tre’’, elles offrent un deniier éclaircissement de la conception 
des couples et comme le couronnement de cette ingénieuse 
tln’-oiie. 
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24s. — Ainsi que nous l'avons souvent fait observer, 
les soliiles gêoni(‘triques ne sont pas enlièrement assimila- 
bles aux solides réels; car ceux ci, au lieu d’oiïiir celle in- 
variabilité do forme que nous supposons dans les premiers, 
soni, au contraire, earacli'-risés par cette circonstance géné- 
rale (pie leurs molécules peuvent subir des déplaccmenis 
plus ou moins grands, les unes par rapport aux autres. Kn 
sorte que les solides réels sont de vrais systèmes dynamiques 
dans lesquels les forces de liaison permettent, dans une cer- 
taine mesure, le rapprochement ou réloignement des divers 
points matériels. 

De ce fait capital, qui se manifeste sans exception pour 
tous les corps de la nature, résultent les conséquences sui- 
vantes : 

r Les tr.ajecloires des points ne sont pas exactement 
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celles (|iii l'esulleraieiit (l'une Ir.iiisluliuii cuiiimuiiccuiiibtiiéc 
avec une rolalion tic loiil le sysltMiie ; 

2" Le nioiivcnieiil tl'iiii corps, appuyé sur tl’aiilres corps 
ou sur lies surfaces ceiisiies fixes, iic fait pas naîlre stuilenieiil 
la résisiaiiee iioriuale ipie nous avons considérée dans nos 
calculs ihi'ori jiies; mais 1a déroriuatioii (|ui se produit |>cu- 
daiil leeoniael eiigciidre nue n'‘sistauee particulière, connue 
sous le uoiii de frolteuieul, et (]ui agit toujours pour ralentir 
le inouvemeul; 

;i" l.a force vive totale d’un corps ii’est pas exacleiiient 
cell(! dont ou fait resliiualiou, cpiaud on suppose taeitemciit 
(|ue le système est géoniélriipiemeiit solide; 

4" Les variations de forces vives dues aux chocs, c'est-à- 
dire aux reiieoulres des corps eiilre eux ou aux reiieoutirs 
d'obstacles fixes, ii'oiit pas les valeurs tpi'oii a trouvé-es dans 
la mécaiiirpie générale, où l'on admettait une rigidité abso- 
lue des parties imitéricllcs eu présence. 

La première de ces eoiisétpieuces ne donne lieu à aucun 
développement spécial : puistpie la eoiisidératioii des mou- 
vements individuels des points ii'ofTre pas d’intérêt, dans les 
solides géonu'-tritjues , ou comprend qu'à plus forte raison 
ou ne s'eu pn-oceupe pas dans les solides approximatifs. 

Lu seconde conséquence est exclusiveineiit du ressort de 
la ini'caniquc appliquée, et il n’y a d’autre principe à pri-- 
senter ci sur l'innucnce du frottement que cette vérité assez 
vague que nous avons énoncée tout à l'Iieure, à savoir, que 
le frottement constitue toujours une résistance plus ou moins 
grande au mouvement. 

La troisième observation donne lieu, au contraire, à cette 
proposition très-intéressante, que dans les corps dont la dti- 
lormation est insensible, b‘s mouvcmculs relatifs des parti- 
cules n'iiilluent pas sur restimation de la force vive, quelque 
grandes d'ailleurs que soient les v itesses de ces inouvenients 
ixdutifs. 
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. Lu dernière conséf|iiencc est l’objet d’un Ihéorèine con- 
siïiUint en ce que, dans la nature, les perles de lorces vives 
dues aux chocs sont loujours moindres que celles qu’on a 
calculées pour les systèmes géométriques. 

Ces deux propositions vont être examinées dans cet appen- 
dice. Elles auront, comme on voit, leur principale utilité 
dans la mécanique appliquée. 


l*ru|iosilion première. 


25i>. — Dans tous It's systèmes dynamiques dont la dé- 
formulion est insensible, nu (|ui ont ra[>parence de solides 
invariables, les vitesses, même très-grandes, que peuvent 
avoir les diverses particules dans les mouvements relalil's, 
n’influent pas sur resiimalion générale de la force vive. En 
d’autres termes, on peut (ivaliier la force vive du système 
comme s’il s’agissait d’un vrai solide géométrique. 

On remarquera tpi’il ne faut pas eonfoiidrc l’amplitude 
des mouvements relatifs avec la grandeur de leurs riteufe». 
Ces vitesses peuvent être fort considérables, quoique l’éten- 
due des déplacements soit elle-même fort petite. Il suflit 
que les forces de liaisons varient très-rapidement de gran- 
deur et de sens; de telle sorte qu’un point matériel vivement 
écarté de sa position d’équilibre relatif s’approche fort vite 
des points voisins, pour en être aussitêt repoussé. De ces 
alternatives résulte un mouvement oscillatoire ou un ébran- 
lement, dans lequel les particules peuvent s’agiter entre des 
limites très-étroites, tout en eflectuaut un nombre immense 
de semblables vibrations pendant un temps assez court. Cette 
distinction montre qu’il n’est pas évident, à priori, que l’al)- 
sencc de déformation sensible entraîne la rigoureuse assi- 
milation de la force vive avec celle des solides invariables. 
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("est pourquoi ou doit eu donner une démonstration mathé- 
matique, eonfoi'inément à ce que nous avons énoncé. 

Cette démonstration se déduit racilemcnt de lu théorie du 
mouvement relatif. Ün a vu en effet (n“ 173) que l’expression 
de l’erreur qu’on commet en appréciant la variation de force 
vive d’un système variable, sans tenir compte des mouve- 
ments des particules, les unes par rapport aux autres, est 
fournie par le terme 

(1) lV.\,ihcoa(\\,\r) , 

dans lequel V, représente la vitesse du mouvement relatif 
négligé, et P, la force d’entraînement, c’est-à-dire la force 
qu'il faudrait appliquer à chaque point matériel du corps 
ébranlé pour lui faire prendre le mouvement qu’il aurait en 
effet s'il était tout à coup solidifié. 

Nous avons donc ici : 1“ à rechercher la valeur de celte 
force P, pour chacune des particules du système; 2" à for- 
mer le pi oduilde cette force ainsi trouvée par l’élément par- 
couru en vertu de la seule vitesse relative; 3° à étendre ce 
produit à toutes les pai liciiles constitutives du système ; ce 
qui fournira l’erreur commise dans l’appréciation de la va- 
riation élémentaire de la force vive; h" à prendre l’intégrale 
entre deux époques données, ce qui donnera l’erreur com- 
miscr dans l’appréciation decetlc force vive elle-même. 

Soit tn la masse d’un des points matériels du système. La 
force P, qu’il faudrait lui appliquer pour lui cominuni(|uer 
le mouvement qn’il prendrait si le système était tout à coup 
solidifié, peut être remplacée par deux autres forces : l” celle 
qui engendrerait une translation de ce point, égale et paral- 
lèle au mouvement du centre de gravité du corps solide; 
2° celle qui déterminerait une rotation autour de ce centre. 

ür, si a-, , y, , z^ sont les coorilonnées, par rapport à trois 
axes fixes, du centre gravité du système solidilié, la force 
capable de la translation du point vi sera représentée par 
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d'x^ rf’w, d^z. . . , J J J . . 

w -JP , » ”* a??' ■ ^ 

gnciil les projections suivuiU les mêmes axes du déplace- 
ment que reçoit le point m en vertu de sa vitesse relative, 
la portion de l’erreur commise, alTérente à 1a force de trau»- 
lation, sera égale à 


( 2 ) 


m 


((P.T, 


drX 




tPZy 

W 




En effet, le pi odiiit d’une force quelconque par la projection, 
sur sa propre direction , du déplacement élémentaire du 
point, est, comme on sait, égal à la somme des produits de 
ses trois composantes par les projections du déplacement 
suivant les memes axes (n° 85). 

Si l'on forme pour tous points les quantités analogues à 
(2), et qu’on les ajoute, la somme 


-W 


repré-sentera la portion d’erreur commise correspondant à 
la translation de tout le système. .Mais il est visible (|ue cette 
quantité (3) est nulle : car les forces de liaisons nécessaires 
pour la solidification du système à un moment quelconque, 
étant égales deux à deux et inversement dirigées, ne chan- 
gent pas la position absolue du centre de gravité : or, la 
somme lynd,x est égale, d’après les propriétés connues, à la 
masse totale du système multipliée par la variation de l’ab- 
scisse du centre de gravité; donc lmd,x = o, et de même 
pour chacune des deux autres sommes. 

Ainsi, on ne commet aucune erreur en négligeant le tra- 
vail, dans le mouvement relatif, des forces capables de la 
translation du corps solidifié. 

Passous maintenant à la force de rotation du même point 
m. Remarquons que cette force peut être remplacée par 
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doux autres; l'mie langeiuielle à l’arc que d<!crit acluellc- 
nieiil ce point //i, raiilrc centripèle ou perpendiculaire à 
l’axe instantané de roialioii. Décomposons la rolatioii autour 
de l’axe en trois autres autour des axes principaux d’inertie 
du système rendu solide, et soit p, q, r les vitesses angu- 
laires autour de ces axes. Rien n’empéclie de supposer qu’à 
l’instant considéré les axes fixes de coordonnées ont été 
choisis de manière à coïncider avec les axes principaux dans 
leur situation actuelle : en sorte (|uc p, q, r seront aussi les 
vitesses angulaires respectives autour des axes des x,, des 
y, et des s,. 

Cela posé, la force tangentielle du point «i pourra être 
reinplacé-epar les trois forces langentielles correspondant aux 
trois rotations p, q, r, et de même sa force centripète pourra 
être remplacée par les trois forces centripètes correspon- 
dant aux mêmes rutalions. 

Pour avoir la valeur des ti ois forces tangentielles du point 
rappelons d’abord que, d’iinc manière générale, si V est 
la vitesse absolue d’un point, sa force Uingentiellc est égale 
rfV 

à Appliquons cette formule aux trois mouvements 

rotatoires autour des axes. 

r Kotalion autour de l’axe des x : — la vitesse angulaire 
du point m est p : sa distance ;ï l’axe est ('gale à l/y’ C : 
sa vitesse absolue est p\/y’ H-/ : sa force tangentielle est 

donc m[/y^+ Les composantes de celte force sui- 
vant les axes des .r, des y et des z sont eu conséquence : 

dp dp 

O, +''‘ 5 ?^’ 

2" Rotation autour de Taxe des y ; — la vitesse angulaire 
est y, la distance V/x’-|-î’, la vitesse absolue y\/x’-f-?’, 
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I:» forci' tangfiitirllc , cl l(‘s roinposantos sui- 

vant les trois axes : 


dq 

m — Z 
dt 


O , 



.‘î" Uülation autour de l'axe des z : — on verra de tni'me 
que les composantes sont : 

dr dr 


D’après cela, la force tangentielle totale du point m, c’isl-à- 
dire celle qui résulte de l’enseinble des trois rotations p,q,r, 
aura pour composantes : 


suivant l’axe des x : 
suivant l’axe des y : 
suivant l’axe des z : 


dq dr \ 

dF^-TF^ ' 


/dr dp 
\dt 


'“tf’ 


dt 

dq 

dt 


x). 


Pour avoir le travail, il faut multiplier rospeclivemenl ces 
composantes par </rX, </,y, d,z. La somme des trois produits 
représente la portion d’erreur due à la force tangentielle du 
point m. Faisons de même pour toutes les autres particules 
matéi ielles, et ajoutons : la quantité obtenue, en remar- 
quant que les vai iations élémentaires des vitesses angulaires 
sont les mêmes poiii' tous les points, pourra s’écrire ainsi : 
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elle exprime la poilion d’erreur provenant de toutes les 
forces tangenlielles du syslèinc supposé solidifié. Mais les 
tei'mes sous le signe i représentent l<‘s moments, sur chaque 
plan coordonné, de la quantité totale de mouvement (\ne aux 
seules vitesses relatives ou d’ébranlement des particules. Or, 
la solidification du système ne changeant pas les moments 
de sa quantité absolue de mouvement, il s’ensuit que les mo- 
ments engendrés par ces vitesses relatives doivent donner 
des sommes milles. Donc cette seconde partie de l’erreur 
commise dans l’appréciation des forces vives est égale à zéro. 

lleclierchons enfin le travail correspondant aux trois forces 
centripètes du point m , en remarquant que, d’une manière 
générale, si V est la vitesse et p le rayon du cercle décrit, la 

//iV" 

force centripète est égale à ou wi2’p , en appelant ü 
la vitesse angulaire. 

1“ Rotation autour de l’axe des x : en raisonnant comme 
pour les forces tangentiellcs, il n’est pas difficile de voir que 
les composantes, suivant les trois axes, de cette première 
force, sont respectivement égales à : 

O , — wip’y , — mp'z . 

2° Rotation autour de Taxe des y : les composantes sont : 

— mq'x , O , — mq^z . 

3' Rotation autour de l’axe des z ; les composantes sont : 

— mr^x , — mr’y , o . 

Les composantes, suivant les axes, de la force centripète 
totale du point m auront donc pour valeurs : 

— m (7’ -H r’) a: , —m (ji‘ -J- ;■’) y , — m (/)’ -f- y’) z . 

MuUiplions-les respectivement par d,x, d,y, d,z, et ajou- 
tons les produits. Étendons ensuite la somme à tous les 
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points matériels : la portion do reiTcur commise , due à 
tontes les forces centripètes du système supposé solide, sera 
représenté par la quantité suivante : 

— (</’ hn-v(l^ , — (;;* -P r’) , 

— (P^ + 9 ^) - iiizd.z . 

ür, remarquons que xd.x peut être remplacé par la dif- 
férentielle de s prise dans le seul mouvement relatif, 
c’est-à-dire par { rf,x* ; de même pour yd,y et Par 
suite la somme précédente peut être mise sous celte forme : 

— ] r'^d,l m (.r® + y^) , — i <i^d, i' m {x^ -f- î’) , 

- Z fd.lm (f + z^) . 


Cliacuue de ces trois sommes représente le moment d'iner- 
tie du système par rapport à l’axe eorres|)on»lant. Puisque 
les axes de coordonnées coïncident ici avec les axes princi- 
paux, les moments d'inertie sont pro(;isémeiit les moments 
principaux, que nous désignerons, d’après nos anciennes no- 
tations, par A, B, C. La quantité ci-dessus s’écrira donc : 

— ï (p'à/A -p </VB -P Hdt;) , 

et c’est là ce qui représente finalement la totalité de l’erreur 
commise dans l’évaluation cl la force vive du système 
ébranlé , considéré comme parfaitement solide, ür, je pré- 
tends que celle (luantité est toujours négligeable entre deux 
époques quelconques du mouvement. On remarquera que 
nous avons supprimé l’indice /• au signe de la ditTéreutialion. 
En effet, la variation des moments d'inertie principaux ne 
pouvant dc'peiidre que des mouvements d’ébranlement des 
points materiels , il est tout à fait inutile d’indiquer qu’il 
s’agit spécialement des diffcrenlielles prises par rapport à 
ces seuls é-branlemenis. 
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Nous allons luaiiitcDnnt ))i'oiiv<'r <iup l'inlograU' 


I {p-d\ + q-dîi I- >•’</<:) , 

élendiie à une poiioilo quelconque du inouvonieDt, est Ion- 
Jours nnequamilé li és- petite. 

A cel effet, intégrons par partie, il viendra : 

\p‘dK -4- ç’t/B + J-VC.) = A|PÎ — A„7>’ -|- n,</; — + 

+ C.v* -C„7-; - (‘'{Kdf + Wdq' 4- . 

Or, les valcnirs des inonienis d'inertie, à une époque quel- 
conque, différant irès-peu de celles qu’ils ont à l’origine du 
nionvemeut — puisque les vibrations des points materiels 
s’effectuent toujours entre des limites fort ressi'rriH's — nous 
pourrons écrire que la valeur de .V, à tout instant, est égalé 
à la quaiitiié fixe A„ augmentée de oA„ ; ce dernier terme 
reprt'senlani une reriainc fonction du temps, convenable- 
ment choisie, dont la valeur est d’ailleurs toujours ti’ès- 
petite. Nous emploierons la même notation à l'égaixl des 
deux autres moments d’inertie, et, en sub litiiant dans I in- 
tégrale du second membre de l’équation ci-d(‘ssus, nous au- 
rons : 

J" (A f/p’-H B d<f- C(/r=) = A„(p; - pV) + - '/D 

-f- r (o A„(/p’-f- J B„ 1/7’ -t-ü <:„</)•'). 

Finalement, l’expression de l’erreur dierebée prendra la 
forme suivante : 
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f* {p'dK -H -f- r-(lC)~ (A| — -h (B, — B,)7’ 
(c, ~c,y -É- 
‘ (âA„(lp‘-i-SB^((f + oC„dr^). 


Mais, puisque les ébranleiiieiits supposés du système ne le 
dérorniciit pas d’une manière sensible, il s’ensuit que les 
différeiiees A, — A„, B, — B„, C, — eiilie les valeurs des 
moments d'inertie au comnienceineiii et à la lin de la 
période eonsidéréc, soin extrêmement petites; donc la pre- 
mière partie du seeond membre représente une quantité 
négligeable. Quant à l’intégrale de ce second membre, elle 
est aussi très-petite, puisque les valeui’s des lonctions du 
temps, 5A(|, oC^ sont eonslaninient fort peu différentes 
de zéro. Donc enliii, le second membre tout entier, c’est- .i- 
dire la totalité de l'erreur commise dans l'évaluation de la 
force vive peut être négligée sans erreur appréciable. C’est 
justement ce qu’il s’agissait de démuiiirer. 

Ce raisonnement s’appuie, comme on voit, sur ce que les 
moments d’inertie principaux varient fort peu pendant toute 
la suite du mouvement; mais il n'implique rien au sujet de 
la grandeur de la vitesse relative des particules, (|ui peut 
être très-considérable, sans porter atteinte au résultat pré- 
cédent. 

La proposition qu’on vient d’établir montre ainsi que 
dans le mouvement de tous les corps naturels, dont la forme 
varie peu, on peut eniièrement négliger les vitesses d’ébran- 
lemenL Les systèmes qui consliliicnt les corp» solides ap- 
parents sont tous dans ce cas. 11 n’en est pas de même des 
systèmes, tels que les gaz, où l’ébraulemcnt des par ticules 
peut entraîner des déformations considérables, qui ne per- 
mettent plus de faire usage de ce théorème. En général, il 
faut compter que restimation de la force vive d'un système 
I. * Il 
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ébranlé, fii ne se préomipaiit pas des ébranlements, est 
d’autant plus voisine de l’exacte vérité que le inouvcmeut 
apparent ou moyen de ce système diffère moins de son 
nmuvemenl réel, ou que sa forme appai'ente diffère moins de 
sa forme réelle — quelles qi^e soient, d’ailleurs, les vitesses 
vibratoires des particules matérielles. 

Ce ihéorèiiie, dû à M. Coriolis*, a été reproduit, dans la 
forinc qu’on vient de voir, par le savant M. Combes. 


l*ro|>o>ilioii deuxième. 

250. — Jtemnrque préliminaire. — Avant de formuler 
ce tliéorèine, il est nécessaire de présenter quelques consi- 
dérations. 

Ainsi que nous l'avons déjà dit, les corps naturels, même 
dans leur plus grand état de cohésion, ne sont point assimi- 
lables à des solides géométriques. Us sont, au coutraire, 
caractérisés par celte circonstance que les molécules y peu- 
vent recevoir de petits inouveinents relatifs. Tant que les 
actions extérienies ne d('-passent pas certaines limites de 
grandeur — ce qui est le cas de la plupart des forces couti- 
nnes propienient dites — les dt'placcments relatifs ou les 
ébranlements sont assez petits pour qu’il n'i’ii résulte aucune 
déformation sensible des corps qui méritent \érilablement 
dans la nature la di'-notninatiun de corps solides. C’est juste- 
ment là ce qui a driimé lieu à la propusition précédente sur 
l’évaluation de la force vive dans les syslèines ébranlés. 
Mais il n'en est plus ainsi lorsque les forces cMérieures res- 
tent dans la catégorie de celles (|ue nous avons appelé-es ins- 
tantanées, comme, par exemple, dans les pliéiioinènes de 
chocs ou percussions. Alors les actions développées pendant 

‘ Traite de la vi&anique des corps solides, p. 82 cl ^11113010. 
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le cbüc étant très-considérables, il en résulte des déforma- 
tions (]iii ne sont pas néj;ligeables , et tpii ont poui‘ effet de 
laiie varier, en l’ainoindrissant , la perte de force vive cal- 
culée « pendant la percussion, pour des corps supposés nia- 
tbéinalii|neinent rigides. (À'^e altération de la perte théo- 
rique de force vive tient à ce que la délorination produite 
pendant le choc n’est jamais pcniiaiien/c en Ivtalitè. .le 
veux dire par là que , .sons rinlluence des actions molécu- 
laires, qui ont commencé par céder à rintensilé du choc et 
par permettre le relbidemenl des points matériels les uns 
contre les autres, ceux-ci tendent plus ou moins à reprendre 
leur situation primitive, de telle sorte <|ue les actions molé- 
culaires, pendant l'ette deuxième période du phénomène, 
interviennent en sens contraire pour détruire une partie de 
l’effet d’abord produit : et c’est ce qui fait (pie la perte de 


force vive calculée d’après la théorie du ii“ 152 est toujours 


plus on moins diminuée. Nous achèverons bientôt du reste 
d’éclairer ce point important. Mais sans nous y am'ter da- 
vantage en ce moment , nous établirons trois catégories 
parmi les systèmes matéi iels à vibrations 

1“ Nous appellerons /mr/àZ/ewen/ èlatliqne* cenx 
qui jouissent de. la propriidé de reprendre exactement leur 
forme primitive aussitôt après le choc qui a entraîné la com- 
pression des particules. '■ 

2“ Nous appellerons eorp» inèlaftique» ceux qui ne re- 
prennent pas du tout leur forme primitive, ou dont la défor- 
mation produite par le choc peissiste inti'gialemenl apriis la 
cessation de celui-ci. 

8" bnlin nous appellerons curps impur/iiilemetif SlatH- 
que» cenx dont la déformation ne disjiarait qu’on partie. 

Dans la nature, cette dernière catégorie est la senle qui 
existe réellement. Il n’y a pas de corps connu qui soit abso- 
lument élasticpie ou absolument dépourvu d’élasticité. Mais 
nous devons néanmoins, en mécanique rationnelle, examiner 


H. 


il>t 


•gle 
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les deux autres eus. (jui ronneiit comme les UptiliRS extçéniQfl 
de lu propriété imparfaite dont nous parlons. 

Dans un choc , nous uommerous déformation maxima 
la déibrmatioii la plus grande qui a lieu à un certain uhh 
ment du choc, déformation permanonie, celle qui persiste 
après le choc, et déformation reijagnée, lu difTéreuce entra 
la déformulion maxima et la déformation permauenlc. f 

Ou remarquera que nous ne prejugeons absolument rien 
sur lu nature intime des causes qui déterminent ces phéno- 
mènes d élasticité, ^'ous nous bornons à supposer que le 
fait existe dans les systèmes que nous allons considérai', et 
nous raisonnerons en vertu de cette hypothèse. Il est bien 
évident que, si, dans la nature, le fuit eu question ne se trou- 
vait pus réalisé, nous ne pourrions établir aucune assimila- 
tion utile avec nus types actuels. Mais nous ii'en avons pas 
moins le droit d'examiner ces types abstraits et d’en tirer 
des conséquences qui leur conviennent mathématiquement. 
Quant à la question d'assimilation, elle est, je le répète, en- 
tièrement réservée. 

251. — Cela posé, la proposition que nous avons en vue 
est celle-ci : 

La perte de force vive, due au choc, est toujours propor- 
tionnelle à la déformation permanente; elle est nulle dans 
les corps parfaitement élastiques, et égale à la perte ihéo-^ 
riqiie dans les corps inélastiqucs. 

Pour plus de simplicité, nous ne considérerons que des 
corps homogènes , de forme sphérique , et dont les centres 
de gravité se meuvent suivant la même ligne droite. De là 
ou pourra conclure facilement ce qui doit sc produire dans 
les phénomènes de chocs plus généraux. ^7/1. -/ii^ 

En outre, dans ce cas éminemment simple, on pourra dé- 
terminer les vitesses des centi es de gravité après le choc. 

Soit donc les deux corps M et M' (fig. 68), dont leh 
i entras de gravité G et G' suivent la même droite OX, et 
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M ) 


0 

0 /a a:\ 

G' / x; 



/ 


Fig. 68. 




\ 

(1 


G' yX 


qui sont animés de vitesses respectives V et V' an moment 
do choc. 

• Supposons, par exemple, que les deux vitesses soient 
dirigées dans le même sen'fe, et que V soit plus grand que V'. 

Les deux corps se rencontrent, et les deux points a et a' 
de la ligne des centres se mettent au contact (fig. 69). 

A partir de ce moment , le corps .M pressera contre le 

corps Ai' en vertu de son 
excès de vitesse, et les deux 
masses se di'formeront nin- 
tiiellement , de façon que le 
contai t, au lieu de ronii- 
nner par les deux seuls 
points a et a, continuera 
suivant une certaine sur- 
race, variable pendant la du- 
fée du choc. Pendant ce con- 
®*- tact,lecorpsM', faisant obs- 

tacle au mouvement du eoi ps M, se comportera comme une 
certaine résistance, qui agira sur le corps M en sens con- 
traire de sa vitesse. De même le corps M, qui presse le corps 
.M', se comportera comme une certaine force motrice, qui 
agira sur le corps M' dans le sens de sa vitesse. En vertu de 
la deuxième loi fondamentale , cette force motrice et cette 
résistance, représentai ives des actions mutuelles des deux 
corps, seront constamment égales et opposées, tout en va- 
riant d’ailleurs pendant toute la durée du choc. Désignons 
par R l’intensité commune de ces deux forces à un instant 
quelconque. l.,e mouvement des deux centres de gravité G 
et G', pendant le choc, aura donc lieu comme si, outre les 
vitesses \’ et V' dont ils sont respectivement animés, ils 
étaient eu même temps soumis , l'un à la force — R , et 
l’autre à la force 4- R. 

Cette situation se prolongera tant que la vitesse V sera 
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supérieure à la vitesse V'. Mais il arrivera nu moment où, 
la première de ees vitesses diniiniiaiit toujours sous l'action 
de la force — U, et l’autre augincntaiit toujours sous l’action 
de la force -H R, elles se trouveront exactement égales,, et 
auront une valeur commune. 



Ce moment sera celui qui correspondra à la déformation 
maxima , car, les deux corps possédant alors la même 
vitesse, il est bien visible que la compression mutuelle, qui 
entraîne la déformation , ne peut plus être continuée d’au- 
cune manière, et qu’elle aura d’ailleurs constamment aug- 
menté justpi’à ce moment. 

Quant à l’éieudue de cette déformation mutuelle, elle est 
évidemment égale à la distance dont se sont rapprochés les 

deux centres G et G' depuis 
le premier contact , ou à la 

g y — gT 7"^ diniiuutiondelalignedesceii- 

J très G G'. La fig. (70) montre 
Fig. 70. la position des deux corps à 

l’instant de la vitesse commune V,. La surface de contact y 
est alors représentée eu qn, et les deux corps sont déformés, 
le premier de la ])artie qa*, (>t le second de la partie qa'x. 

Si nous désignons par e et s' les deux di’formatioiis 
maxima dont la somme' est égale à la diminution de la ligne 
des centres, le travail dévcloppi- jusqu’à ce moment par 
les deux forces réciproques — R et -b R aura pour valeur 
ri + >■ 

— I lidr, en représentant par dr la variation éléraen- 

taire de la ligue des centres. Ce travail est négatif, puisque 
les deux forces agissent dans le sens de l’écartement des 
points G et G', tandis que ceux-ci se sont effectivement rap- 
prochés. Dès lors cette intégrale représetite la perle de force 
vive qui s’est produite pendant la compression : en d’autres 
termes, on a la relation : 

M'v'^ = n,(£-b£')-bî 
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en désignant par K, une certaine valeur moyenne de la 
force K, dont riiiteiisité varie depuis le premier contact jus- 
qu'à la deformation inaximu. 

jf^marquuns d’ailleurs que, pendant la durée du phéno- 
mène que nous venons d'envisager, la quantité" totale de 
(pouvement n'a pas varié conjointement avec la somme des 
forces vives. On sait en efl'et d'une manière générale que 
des actions réciproques , de quelque nature qu'elles soient 
d'aillcui s, n'iiiQuent pas sur la quantité totale de mouvement 
d'un système. 

A partir de l'instant précis de la déformation ma\ima , 
les choses se passeiont diversement, selon qu’on aura allhire 
à l’iine des trois catégories de corps que nous avons distin- 
guées en commençant. 

252. — Corps tnclasfiques. — Dans ce cas, les corps 
comprimés n’ont aucune tendance à reprendre leur forme 
primitive. Par conséquent la masse .M gardera son relief 
actuel (iqs, et la niasse 31' son relief (Vqs. .Mais ces masses 
ayant la même vitesse V, continueront à se mouvoir dans 
la direction commune ÜX, et en restant exactement jn\la- 
posées. Le contact persistera donc indétinimeut, mais non 
plus le choc , qui est dès maintenant terminé ; et la défor- 
mation maxima sera la diTormation permanente. 

La pei’te finale de force vive sera ainsi représentée par 

(1) R,(s -f-e') = i M V* -t- ; M'V” - •; (,U-t- M')Vj . 

Il sudit, pour l’apprécier, de connaître la vitesse V,. Or 
V, est déterminée par la condition que la quantité totale de 
mouvement n’a pas varié, c'est-à-dire que : 

(2) {.M -L M ) V. = M V f M'V , d’où V, ^ . 

En substituant dans la relation précédente, on trouve, 
toutes réductions faites ; 


Digilized by Googk 



APPENDICE. — SOLIDES DÉrOSUAQLES. 


168 

f 


(."!) n,(£ +£') — - 


1 MM' 


2 M + M 


-,{V-V') 


Celte valeur de la porte de ruree vive peut se meure sous 
une autre forme. En effet, si on reprend l’équation '^1^, et 
qu’on y ajoute et retranelie en même temps dans le second 
membre la quantité (M-l-M') V], ce second membre de- 
viendra : 

i M V‘ -f- i M'V’ -f- i (,\l + M') v; - (M -f- 'n Vj . 

En ayant égard à r('quation (2), on peut, dans le dernier 
terme, remplacer (M-l-M ) V, par M V-I-M'V'. L’expres- 
sion obtenue 


1 M V* -h { M'V'2-t- i (M -H M') y] — (M V M'V)V, . 

I 

pourra dès lors s’écrire : 

iM(V-V,)=-+--1M'(V, -V')L 

Or, V — V, représente la vitesse perdue jiar la masse M, 
etV, — V' la vitesse gagm-e par la masse M' : il ressort donc 
de là ce double tliéorèmc : Que la perte de force vive est pro- 
portionnelle à la déformation permanente des deux corps, 
et qu’elle est é-gale à la somme des forces vives dues aux 
vitesses gagnées ou perdues par les deux corps. 

Ainsi, dans le cas où les masses sont complètement dé- 
pourvues d'élasticiU', lu perte de force vive est exactement 
la même que dans le cas théorique où les corps sont géo- 
métriquement solides. 

Comme dans la ‘nature il n’y a pas de système absolu- 
ment inélastiqne, nous avons pu dire au commencement de 
ce numéro que la perte de force vive était en réalité tou- 
jours moindre que la perte calculée pour des corps abs- 
traits. 

fieinanjuen. — 1" L’équation (2) nous donne la valeur 
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de V,, c’est-à-dire de la vitesse qai succède immédiaiement 
au choc. ^ 

3° Si le corps choqué est au repos, la vitesse commune 
après le choc est 

V=-^ 


Si donc la masse du corps choqué est extrêmement 
grande, V, est sensiblement nul : ce qui est d’ailleurs évi- 
dent a priori. On en voit de perpétuels exemples dans la 
chute des corps inélastiques à la surface de la terre. 

3* Si les vitesses initiales V et V' sont de sens contraires, 
c’est-à-dire si les deux corps choquants vont à la rencontre 

MV — M'V' 

l’un de l’autre, la \ iicsse V, est égale à 


M + M' 


et la 


perte R,(e -l-e') de force vive à r 


1 MM' 


2 M-l-M 


7 (V -l-V')*. Cela 


nous montre que le *igne de la vitesse finale est toujours 
fourni par le plus grand des deux ternies MV et M'V', c’est- 
dire que les deux corps juxtaposés continuent à se mouvoir 
dans le sens où allait celui qui possédait la plus grande 
quantité de mouvement. 

4* Cette vitesse serait nulle, et , par suite , les deux 
corps demeureraient immobiles après le choc, si les deux 
quantités de mouvement étaient égales. La perte de force 
vive est alors totale, et c’est ce que montre effectivement 

l’expression | ( V -f- V' )* où l’on introduit l’hypo- 

thèse M'V'=MV. 

263. — Corpit parfaitemefit élatlique*. — .\ partir du 
moment où la compression mutuelle a cessé, c’est-à-dire à 
partir du moment où les deux vitesses ont atteint la valeur 
commune — que j’appellerai U, pour réserver la notation 
V, à la vitesse finale — le phénomène du choc n’est pas , 
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comme (Lins le premier cm« campiélenient termiaët parce 
rpie chacun des deux corps tend à reprendre exactement sa 
f'oi'inu primitive, ce qui lovicut à dire que les deux parties 
qa*, qax, leiideul à se rtitablir intcigraleiiient. £n vertu de 
cette tendance, les forces moléculaires, qui jusqu’à ce mo- 
ment ont résisté à la compression , ont d('s lors toute leur 
elTicaciié pour produire une disPmsion des ))arties défor- 
mées, distension semblable à celle d'un ressort comprimé. 
Par conséquent le corps M continue à agir comme nnc force 
motrice sur le corps M' , et r»*cipraquemeiit celui-ci agit 
comme uue résistance sur le corps M ; et ce nouveau phé* 
nomèiie dure jusqu’à ce que la forme primitive soit rétablie. 
Les deux centres G et G' vout donc être sollicites encore 
par deux forces égales et conli'aires. Ces forces repasseront 
par les mêmes valeurs que pendant la compression , j)arce 
qu’elles ne dépendent à chaque instant que de la forme ac- 
tuelle du corps, et que ceux-ci sont en voie de redevenir 
exactement ce qu’ils étaient à l'origine du choc. Les deux 

/•'+ «' 

forces engemlreront donc un nouveau travail / R(/r, numé- 

riquement égal au précédent, mais qui sera positif, au lien 
d'être négatif, parce que les forces sont de même signe que 
pendant la première partie du phénomène, et que les centres 
de gravit»' s'éloignent au lieu de se rapprocher. Le travail 
produit sera représenté par -hH, (s-f-e ). Si l’on appelle V, 
et V', les vitesses finales respectives des deux corps, quand 
la première forme est tout à fait rétablie, on voit que le tra- 
vail total, dejuiis l’origine, qui se compose de deux portions 
égales et de signes (imtraires, sera nid, et que par consé- 
quent la force vive finale est redevenue la même qu'au com- 
mencement; en sorte qu’on aura la relation 

(1) MV; + M'V;= M V> -t- M'V’ . 

Il est doue démontré que, si les corps sont parfaitement 
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élastiques, la perle de force vive est nnlic, résultat qui cons-' 
liliie une différeuce radicale avc<’ le cas de la théorie (i« 
n' 152. 

Jiemarquet. — 1“ On peut aisément obtenir les valeurs 
des vitesses V, et V' qui succèdent déflnitivement au choc. 

En eflipt, ou sait que les quantités totales de mouvement 
n’ont pas varié, et(|uc, par conséquent, 

(2) .MV,-+-M'V; = MV+M'V'. 

Au moyen de cette relation et de la précédente, on trouve : 

. V _ 2M'V -1-(M-M')V , _ 2MV-Q1 - M')V' 

' M + M' ’ ' M-l-M' " 

2’’ Si les deux masses sont égales, ces valeurs se rédui- 
sent à 

V,=V', V, = V; 

c'est-à-dire que les deux corps échangent leurs vitesses. Si 
le second est immobile, le premier le deviendra par fe choc, 
et le second lui empruntera sa vitesse. On i>eut le vérifier 
par une expérience très-simple et très-connue : on met à 
lu suite les unes ih‘s autres , et en ligne droite, plusieurs 
billes d’ivoire pareilles. Si ou imprime une vitesse à la der- 
nière, il y a une succession de chocs pendant lesquels cliu- 
quo bille, d’abord au repos, transmet l’ébranlement à la bille 
suivante, et, finalement, c’est la première de toutes on la 
dernière choquée qui s’empare de la vitesse initiale. 

3” Si le corps choqué est en repos, les vitesses après le 
choc ont pour valeurs 

„ (M-M')V 2MV 

M-l-M' ’ ftH-M' ’ 

Si la masse du corps choqm'; est extrêmement grande, 
V, se réduit sensiblement à — V, et V'^ à zéro, c’est-à- 
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dire que le corps clioqiiniit rétrograde avec une vitesse 
égale et contraire à sa vitesse primitive, et le corps choqué 
reste immobile. C’est ce qui arrive pour la chute d'uu corps 
élastique siii- un obstacle fixe, également élastique: 

4® Si les vitesses initiales sont de sens contraires, c’est-à- 
dire si les deux corps vont à la rencontre l’un de l’autre, il 
viMi 

V _ (M — M') V — 2M'V’ M')V’-1-2MV 

‘ M + M' ’ ' M -t- M' 

Si les deux corps ont même masse et même vitesse abso- 
lue, on a 

v.= -v, v; = v; 

• • • »• 

c’est-à-dire que chacun d’eux retourne en arrière avec une 
vitesse égaie à celle de raiitre. On peut dire que chacun 
d’etix continue le mouvement de l’autre. 

254. — Corjm imparfaitement e'la*liqiieit. — Dans ce 
cas, la forme primitive n’est reprise que partiellement, en 
sorte que c’est une fraction seulement du travail de la pre- 
mière période qui est reproduite, en sens contraire, pendant 
la seconde. 

II. est évident que si e,, et t', désignent les différences 
entre les déformations maxima et regagnées , c'est-à-dire 
les déformations permanentes des deux corps, la perte de 
for«-e vive sera représentée par R, (s, -f- e'^), ce qui est ex- 
primé par la relation 

(1) :mv»+ 'M'V”=R,( c,-l- 

La perle de force vive sera donc proporlionnellc à la défor- 
mation permaiieiile, quelle que soit d’ailleuis l’étendue de 
cette déformation. Quant à la calculer exactement, cela est 
théoriquement impossible; car on ne connaît pas la loi sui- 
vamt laqueMe varie la force R aux divers états de la défor- 


Digitized by Google 


ÊVAJuUJU'iOM Uü I.& Foar.h • 


m 


loaiiuu. Tuul eu qu'un puul dire, c'est que lu p(ïrlo de force 
vive seru d'uuluiit iiiuiiidre que les curps uiiruiit mieux re> 
pris leur funiie primitive. 

liemurque*. — Il est superflu d'ujuuter i|ue, cette troi- 
sième catégorie de corps ct:mt lu seule qui existe véritable- 
ment dans lu nature, les résultats pratiques qu'un obtient 
rentrent tous dans la formule (1) ci-dessus, et ne sont ja- 
mais rigoureusement ceux des catégories précédentes. 

Ou n’eu retire pas moins ce précieux enseignement que, 
|K)Ur éviter la perte de force vive dans les systèmes maté- 
riels (|u'on met en jeu, il faut recourir à des corps aussi élas- 
tiques (pie possible. Et c'est pourquoi ou voit ce genre de 
matériaux le plus fréquemment employé dans les parties des 
machines qui sont exposées à l'action des chocs. Un en ar- 
rive même, dans certains cas, à se servir de corps spéciaux, 
éminemment élastiques, qui uni re<;u le nom de ressorts. 

Nous voyons aussi que ce serait une grande erreur de re- 
clnncher dans'Ie même but des corps qui seraient très-durs 
sans être élastiques. Car si l'on pouvait réaliser une dureté 
pai'faite, ou subirait la perle de force vive théorique, c'est- 
à-dire la plus grande qu'on puisse atteindre. On se trouve- 
rait, au point de vue de la conservation de la force vive, 
dans le même cas que si l'on avait choisi des corps absolu- 
ment mous et inélasliques. Celte remarque est destinée à>^ 
faire distinguer, d'une manière radicale, la simple dureté 
d'avec i'e'lu»ticité. 

Remarque Qénêrale *ur la théorie qui précède. 


255. — Il u'esl pas diflicilc d'étendre les considérations 
précédentes au cas général de corps se rcncoutrant d'une 
manière quelconque, et sans que les vile^s des centres de 
gravité soient dirigées suivant la même ligne droite. Car, 
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quelles que soient les directions de cos vitesses, on peut ion- 
jours, au moment du choc, concevoir cliacime d’elles (W- 
eomposéecii deux autres: rune parallèle ù {anormale com- 
mune desdeux corps menée par le point de contact, l'antre 
parallèle au plan tangent. Celle <lernière sera tout à fait sans 
iulluence sur les déformations dues au choc, et, pur suite, 
sur les pertes de force vive. I^es choses , il ce point de 
vue , se passeront donc comme si les centres de gravité 
n'étaient animés que de vitesses parallèles à la normale 
commune. On se trouvera ainsi dans le cas particniier que 
noos avons examiné, à cela près que lu normale commune 
ne passera pas généralemèiil par les deux centres de gra- 
vité, comme cela avait toujours lieu pour des corps sphéri- 
ques. Mais les raisonnements déjà faits n’en subsistent pas 
moins, car les forces — H et -l-H, développées pendant la 
cumpressiou , peuvent être transportées parallèlement à 
elles-mêmes aux ceiiii es de gravité dont elles produisent la 
iruiislalioii eu même temps qu’elles détermiûent une rota- 
tion autour de ces centres. Cette dernière circonstance aura 
pour résiillal (|ue la somme des deux déformations ne sera 
plus égale à lu diminution de la ligne des centres de gra- 
vité ; mais le travail des forces mutuelles du choc n’en sera 
pas moins représenté par U, (e, -f- 1 ',), en appelant tou- 
jours tf et s, les deux déformations permanentes) et ce 
travail continuera à être l’expression de la perte de force 
vive des deux corps. 

Quant a la détermination des vitesses de translation et de 
rolalioii qui succèdent au choc , elle est fort compliquée , et 
n’offre pas assez d'intérêt réel pour qu’on doive s'y ai rèter. 


Choc contre un plan flxe. 


3J6. — Après ce qu’on vient de lire sur le choc des corps 
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«Mre ei», le choc cemn; un plan tixc ne présente auctiiie 
dUHculié. 

8i la vitesse du corps est iiurniale ù In sniTace du plan, et 
que le centre de gi avité soit en même temps situé sur cette 
Normale, il n’est pas difficile do voir ; 

1° Que le corps demeurera immobile après le eboe, s’il 
■est, aiusi que le plan fixe, entièrement dépourvu d’elusti- 
cké ; 

2" Qu’il rétrogradera avec une vitesse contraire, égale à 
la vitesse primitive, si l'un et l’autre sont parfaitement élas- 
tiques ; 

S° Qu’il rétrogradera avec une ecrtaiiie vitesse plus cm 
ntüiiis grande, selon le degré d’élasticité. 

Quand la vitesse initiale est oblique à la surface du plau, 
il suffit de la décomposer en deux autres, riiiie normale, 
l’autre parallèle au plan. Cette dernière subsiste intégrale- 
ment après le choc, la première (‘St soumise aux lois qu’on 
vient d’énoncer pour les chocs normaux. Il résulte de là ; 

1" Que, dans le cas d’une inélaslicilé absolue, le corps 
glisse, ajtres le choc, sur le (dan, avec une vitesse égale ù 
la composante parallèle; 

2" Que, dans le cas d’une élasticité parfaite, le corps se 
trouve doué, après le choc, d’une vitesse dont les deuxetun- 
posantes sont : la composante parallèle initiale, et une coiii- 
posautc normale égale et contrait e à la composante not male 
primitive. Ces deux composantes combinées, qui consti- 
tuent la vitesse après le choc, ont pour résultat que le corps 
s’éloigne du plan cit faisant avec la normale un angle égal 
à l’angle qtii a précédé le cligc : par suite aussi les angles 
que furinettl avec le plan choqué les vitesses itiitiale et 
finale sont égaux ; et c’est ce qti’oti cxprittie en disant que 
l’angle A'incidcnve est égal à l’angle de réflexion. 

3° Que, datis le cas d’uue élasticité imparfaite, la vitesse 
finale est toujours moindre que la vitesse initiale, et l’angle 


Digitized by Google 


17 « 


APPEMDIC.E. — souqss MfOUUUILES. 


de rëflexiuii tuiijuui's moindre que l'angle d'incidence : en 
d'uuli'cs lcrnier», le inoiivenieiii du corps, après le choc, l’é- 
loigiie moius du plan (pie si rèlaslicilc.avait été complète. 

Eiiliii, lorsque l'obstacle ti\e n’est pas un plan, mais une 
surface quelconque, les memes cunsé(|uences subsistent in- 
tégralement par rapport au plan langent mené au point de 
rcnconli'e. £n elTel, lu durée du choc étant tiès-petile, un 
l>eul admettre que, |)cndant tout le phiinomènc, le corps 
choquant reste sur le même élément, de l'obstacle qu'il ren- 
coulre. Il en résulte qu’après le choc lu direction de la vi- 
tesse du corps choquant se rapporte au plan tangent dont 
nous venons de parler. 
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r.iiAPiTiiE iMiEiMii:a. 

CO.VSIDERATIONS PnÉLI.MIN.\lRES. 

DéfinilioU*. 

257. — On nomme corp» fluide ou simplement fluide un 
assemblage , en ai)parencc eoiiiimi , de points matériels , 
exlréinement rapprochés, qui peuvent glisser les uns sur les 
autres ou être détachés les uns des autres avec une entière 
liberté ; eu sorte qu'on peut dire que les fluides n'opposent 
aiieuue résistance à tout changement de forme qui n'est pas 
accompagne d'un changement de volume. Nous spécilions à 
dessein que le volume ne change pas, parce que nous ver- 
rons bientôt que le changement de volunie implique un 
II. li 
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chaiij'i'iiieiit (les foiri-sen vortii desquelles le volume poSsé- 
dnil sa grandeur priinilive. 

Les flu’uh's se distinguent eu deux catégories : les liquiden 
et les fjaz. 

258. — Les premiers sont aussi nommés Iluides iiteom- 
pre»»ihlf» , parce que les plus grandes variations de forces 
ne parvieiiueiit pas à faire varier le volume. C’est du moins 
Ce tpie nous admcitrous pour les liquides dont nous nous oc- 
cupons ici , quoique dans la naturo les liifiiides ne soient 
pas vérilalilenieiil iiicompressibles et qu’on soit même par- 
venu à inesui'er les diminutions de volume qni correspon- 
dent aux accroissemenis des forces. Mais, on mécanique l’a- 
liomielle, ou lie traite, comme on sait, que des systèmes 
llu-uriqiies , c’est-à-dire conçus a priori d'une façon di-ter- 
minée, pour lesquels ou a soin seulement d’adopter des hy- 
pothèses (|iii diffèrent aussi peu que possible de la réalité. 
Or la eoiiceplioii de l’incompressibilité absolue est assez 
voisine de l’état naturel des liquides pour qu’on doive l'ad- 
mettre dans l’étude mathématique de ces corps. L’extréme 
simplicité de ce point de vue a déterminé à adopter nu sem- 
blable type d’assimilation , malgré les très-légères erreurs 
qui en peuvent résulter. 

Il suit de là ipie les li(|uides théoriques peuvent être envi- 
sagés comme des systèmes dont tous les points matériels 
sont au eonlacl les nus des autres. Les efforts extérieurs ou 
dirigés de dehors en dedans du système sont nécessairement 
impuissants à en faire diminuer le volume , tandis que , au 
contraire , le moindre effort dirigé de l'intérieur au dehors 
suffit pour eu détacher les particules qui se trouvent direc- 
tement sollicitées. 

Il serait oiseux d’insister sur l’idée qii’oii |K‘ut se former 
a priori d'un liquide; car rien ne saurait suppléer à un 
simple regard jeté sur la nature. La vue de l’eau, du mer- 
cure, et en général d’un liquide quclconqiic, en apprend 
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plus suiis ce rapporl (|iip toiiU's les (léliiiiliuiis mallipiiiiili- 
qiK.'s qu'uii osbuierail d'en duiiner. Celle uutioii de la Ihiidile 
|>aiTuilu, dont nous parlions loiil à riienre, ne s'aequierl (|ue 
par rexp(‘nence , ol en innnipnlanl, en quelque soi le, les 
corps inèines (pii en sont doin'-s. Nos eoneeplions tln-oriqiii'S 
les plus ralliiu-es irabouliraienl qu'à des asseinblag(‘s niale- 
riels pnlvéridenls (|ui, ipielqiie (('■unes (pi’oii en supposai les 
punies, seraient bien loin eneon* de la fliiidiu* elTeclive. 
Ainsi, (ni n>sniné, iiops d(dinirons les I1iiid(‘s dont s'oeenpe 
la im'-cnniqne ralioniielle en disant (pie ce sont des corps 
semblables à l’eaii, par exemple, et ipi’on suppose (ilre ab- 
solunnnil incompressibles, liypülln'*se fort peu dinV’renle des 
phéiiomi'nes offerts par l’eau elle-immie. 

259. — Les gaz on fluides rompreuxihleK se iioinnienl 
souvent aussi fluide» èluttique». Les {{a/, en elTel ne se coni- 
pus(>nt pas, comme les liquides, de points inaleriels en (piel* 
que sorte juxtaposés et n’exerijaiil par enx-niénies aucune 
action les uns sur les anires : mais, un contraire, l(‘s ino- 
lecules tendent incessaninient à s'éloigner, coinine si des 
forces répulsives existaient entre elles ; si bien que, quelque 
espac(‘ment qu’elles aient pris, elles cherchent à rangineii- 
ter encore, et rauginenleraienl en efl'el , si aucune force 
extérieure n’y menait obstacle, ('elle propriété, qn’on ap- 
pelle expaufioH ou e7a»tiç^le' iU'n gaz , est coinbatine dans 
lu pratique an moyen de vases ou enveloppes l'ernn's dont 
les parois, par leur résistance nalnrelle, enipècheiil celte 
dilalalion iudélinie. 

On voit siir-le-(diamp la dilférence ipii existe entre la ma- 
nière de se comporter des liipiides et celle des gaz. Les pre- 
miers systèmes, une fois constitués, sid)sislenl tant qn'an- 
cune force extérieure n’intervient pour les (h'irniixx .Si, en 
réalité, on les voit contenus aussi dans des envxdoppes, c’(;sl 
uniquement parce que la pesanteur, agissant sur chaque 
point isolément, tend à ramener le pins bas possible et pur 
is. 
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Miito à cporpillci', pour ainsi üiic, le liipiiüesur le sol. MrU, 
ru raltsciicr do ooilo pesanloiir géiiôrale, un liquide reslc- 
rail agglomon* sous une forme quelconque, à moins qu’on 
ne se mît à agir pour en séparei’ les parties. .An contraire, 
les gaz jouissent de leur pi’0]iriété expansive indépendam- 
ment de «•Ile pesanleur même ; car les l'Iléls qui en sont la 
suite n’ont aucun rapport avec ceux de cette dernière cause. 
Il est permis de supposer que, si la pesanteur venait à dis- 
paraitie, l’élasticité des gaz subsisterait encore; et, en tout 
cas, dans l’état actuel de la nature, on peut dire <|ue les 
cllets de l’élasticilé’ se siiperposeni à ceux de la ])esantciir 
et en sont di-tincts. C’est en vertu de cetle circonstance ea- 
jiiiale que les enveloppes des gaz doivent être fermées de 
tontes parts et que les parois doivent résister non-senlenient 
au poids, mais aussi à l’expansion : tandis (pie les liquides 
peuvent ti ('s-l)ien être enfermés dans des vases qui sont ou- 
verts par le haut, et qui, par le bas, r(■•sislent iiniqiienienl à 
la pesanteur. 

I.a compressibilité des gaz n’est autre chose tpie l’expan- 
sion en sens contrains : car, pnisipie le volume augmente 
quand la résistaïuHi ext(‘rieure diminue, il est nécessaire que 
le volume diminue quand la résistance augmente. 

La notion des gaz s'acquiert, comnu; celle des liquides, 
par rexpérience. L'air, par exemple, nous a familiarisés de 
bonne heures avec cette manière d’être de la matière. Les 
gaz que nous nous proposons d’étudier doivent donc être 
considérés comme semblables à l’air d(! notre atmospbère. 

De même (pie les liquides ont été l’objet d’une conception 
thcori(pie, consistant à les regarder comme absolument in- 
compressibles , de même nous supposerons (pie le volnine 
occup('“ par un gaz est toujours en raison inverse de sa |)res- 
sion , ou (pie sa densili' est directement propoi'lionmdle à 
celle pression. Celle bypotlièsc simple, reconnue par .Ma- 
riotle très-voisine des faits, revient à dire que, lorsque la 
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prossioii eMrriciirc (|iii agit sur uiio masse (It'iermiiiéc de 
gaz dovioiu un certain nombre de fois plus grande on plus 
jx'lite, le volume oceup<> par le gaz vaiie inverseuunii , de 
telle sorte que la densitii elle- même devient ce nombre de 
fois plus grande ou plus petite. (3n fait abstraction , bien 
entendu, de toutes les autres circonstances, telles que la 
température, par exemple, qui peuvent avoir nue iniluence 
(inelcoiiquc sur le volume. i\ons verrous plus tard de quelle 
manière on eti tient compte. 

Les corps nomiiK's rapaum rentrent dans la catégorie des 
gaz, en tant du moins rpi’on ne les considère pas à des tem- 
pératures voisines de celles de la liquéfaction. L’expérience 
tend même à prouver chaque jour davantage que celte dis- 
tinction entre les gaz et les vapeurs est essentiellement rela- 
tive à nos moyens boiau's, et ipie les gaz ne sont en réalifé 
tpie des vapeurs plus éloignées de leui-s points de liquéfac- 
tion. Ainsi les gaz tlu'-orii|ues fournissent un type d'assimi- 
lation à la fuis aux gaz et aux vapeurs de la nature. 

260. — La (luidilfi dont nous venons de jiarli'r nous con- 
duit natnrcllemcul à dire qiichpies mots de certains autres 
corps qui en sont [dus on moins voisins. Nous accordons 
souvent, dans le langage usuel, la dénomination de Ihiides 
à des corps qui soûl intermédiaires entre les solides «q les 
liquides proprement dits. Ces corps nioiix, pâteux, vis- 
queux se rapprochent quelquefois des liijuides analogues à 
l’eau. Mais nous n’avons pas l’intenlion de nous en occuper, 
parce qu’ils en dill’èrent notablement par certaines proprié- 
tés, trop peu connues d’ailleurs pour ([u’aucune étude Ihéo- 
riijiie ait pu être tmitée jusipi’ici. Il est donc entriidu que 
nos déductions ne devront s’uppli(|uei' ([ii’à tous les corps 
extrêmement voisins par leur constitution de l’eau ou de 
l’air. C’est d’ailleurs ce qui ressortira pins nettement du pa- 
ragra|)he suivant oii nous exposerons la loi sp(M'iale des 
fluides. 
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l.<oi 8p«eiitlc <leK fluideü. 

2C1. — Les fluides, tomme tous les systèmes imitériels 
possibles, satisfont aux trois lois fondameiitales de lu nature, 
<‘l (lar suite vérifient U“s eoiisé(|ueue(>s que nous avons dé- 
diiiies de ces lois dans la ibi'canique généi ale. Mais, en vertu 
de leur eonstitution particulière, ils possèdent en outre cer- 
taines autres pioitrietes qui ne conviennent pas à runiver- 
salite des systèmes. L’objet du présent livre «^st précisément 
d'i'tudier ces propriétés spéciales, c’est-à-dire de reclierclier 
les mouvements que doivent prendre les fluides sous l'action 
de forces déterininées. 

Four, tenir compte, dans nue semblable iuvt'stigation , de 
riiypotlièse delà fluidité parfaite, deux in(‘lliodes s'oflrent à 
l'esprit. L'une, piirtnumit malli(‘inati(|ue, coiisistt; à expri- 
mer, dans les équations g<Mi<’>rales du mouvement, que les 
actions mutuelles d<*s points matériels sont iinlles dans tous 
les di’-placemeiits du systènu* compatibles avec l’invariabilité 
de volume. L’autre, expérimentale, consiste à envisager a 
priori les fluides comme r(•gis par nue loi spéciale, qui n’est 
certainement que la const'qucuee de la fluidité parfaite, mais 
qui est admise en vertu d’observations directes et indépen- 
damment de toute argumentation logique qui essaierait de 
la faire découler d<‘ la conception d»; la fluidité. Cotte loi, 
exprimée dans le calcul , conduit d'ailleurs à des résultats 
identiques. 

Nous adopterons la seconde imdliode pour dt;s raisons qui 
seront exposées ultérieurement. 

262. — La loi dont il s’agit , connue sous le nom de ht 
d’ofiu/ilf' ilr /ranmnigsiun ilex prouxion» , ou plus simple- 
ment de hi Je trunxmitxioii , est celle-ci ; 

Lorsqu’un fluide, compressible ou élaslicpie, »‘st coutenit 
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dans une enveloppe fermée , e( qu'on exerce , par un moyen 
quelconque, une pression sur une portion de la surface du 
fluide, celle pression se iransniet inlégralemenl à loules les 
autres parties de l'enveloppe. 

(■.'est ce que nous allons éclaircir. 

« Supposons, dit M. Poisson ‘, qu'un vase prismatique, 

« droiletposé sur un plan horizontal, dont .\UCÜ représente 

K une section verticale, soit rempli 

« jusqu'en EF d'un li(|uidc tel que 

« l'eau, par exemple ; supposons 

« aussi que l’on recouvre celte eau 

« d'un pistou horizonUtl qui ferme 

« le vase exactement. Pour simpli- 

« lier la (|uesiion, faisons abstrac- 

« lion de la pesanteur de l’eau, de 

« sorte que ce fluide n’exerce, 

— n pai’ lui-nièmc, aucune pression 

<< sur les parois du vase ; enfin 

« posons sur le piston un poids donné P, comprenant le 

« poids même du piston. Il est évident que la base hori- 

u zontale du prisme sera pressée de la même manière que 

■ « si le poids P était posé immédiatement sur cette base, 

« et qu’il fût distribué uniformément sur toute sou éten- 

« due. Tous ces points éprouveront des pressions verli- 

« cales égales entre elles ; la pression qui en résultera , 

« pour une portion quelconque a de cette base sera propor- 

« lionnelle à a : elle équivaudra à une force verticale, ap- 

M pliquée au centre de gravité de l’aire a, et exprimée par 

Pa ... 

« — , en désignant par a Paire de la base entière du prisme, 
« 

'< qui est aussi celle de la base du piston en contact avec le 
n liquide, ür la loi que nous avons annoncée plus haut cou- 

‘ TraiU de Müaniqur, Tüuic ii, page U)' et suivuntrs. 



D C 

Fig. 71. 
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« siste en ce (|iic la pression «jne le poids P exerce à lu par- 
« lie supérieure de l'eau, se transmet pur rinUu inédiairc du 
« fluide, non-seulenient sni‘ la hase du vase, mais encore 
« sur ses faces latérales ; tous les points du vase sont éga- 
« leinont poussés dans des directions perpendiculaires aux 
« parois; et une aire a, prise sur une des faces latérales du 

l'a 

« prisme, éprouve la même pression — (|ue si elle faisait 



« partie de sa hase liorizoïitale. 

« fiénéralcment, supposons (|tie le vase ail la forme d'un 
« polyèdre (|uelcoiu|iie, dont la figure ci-contre représente 

« une section. Ce vase étant fermé 
« de toutes parts, et fixement al- 
« taché, concevons qu'il soit reni- 
« pli exactement d'un liquide sans 
U pesanteur. Si l'on enlève une 
« face de ce vase, et qu’on la rem- 
« place par un piston, auquel on 
« applique une foire donnée I’, perpendiculaire à la surface 
« du liquide adjacent, le vase et le fluide deineiireront en re- _ 
« pos, et, d'après le principe que nous expliquons, la pression 
'< que la force P exerce sur la surface adjacente se Iraiis- • 
U mettra, par riiitermédiaire du liquide, sur toutes les faces 
« du polyèdre. Tous les points du vase, en y comprenant les' 
« points de la base du piston, seront également pressés de 
« dedans en dehors, suivant les directions perpendiculaires 
« aux parois ; et, relativement à une aii'c a, prise sur une 
« de ces parois, ou sur la surface du piston, lu pression sera 
« une force perpendiculaire à son plan, appliquée à son cen- 


« irc de gravité, et égale à — ^ étant l'aii'e enlièi'e de la 

n base du piston, en contact avec le liquide. 

•( Un étend sans diflicnilé ces résultats au cas où la siir- 
« .face pressée n'est plus supposée plane ; il sullit alors de la 
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« décomposer en éléments infiniment |>etits, que l'on regur- 
« dera comme les forces planes d'un polyèdre inliuilésimul ; 
te et, si l'on désigne par o» l'aire d’un de ces éléments, on aura 

« — |ioui- la |iressioii noiinale (ju il epiouve, a étant tou- 

« jours. l'aire du piston, et P la force perpendiculaire qui y 
« est appliquée. Eu désignant par p la piessiou constante 
« qii’éprouvcrait une aire plane égale à ruiiité, on aura 

P 

« ~~Pf les produits p'i> et /)* exprimeront les pressions 

« sur l’élément w et sur l'aire jilane égale à «. ( Le coi 111- 
'< dent P est ce que nous appellerons la prettion rapportée 
« à Pintife (le eurface. ) 

n Le principe de l'égalité de pression, ajoute plus loin le 
« même auteui', convient aux fluides élastiipies comme aux 
« liquides ; mais, relativement aux premiers ( ainsi que 
« nous l’avons déjà dit), il n’est pas nécessaire qu’on exerce 
« des pressions sur leurs surfaces pour qu’ils pressent eux- 
« mêmes les paiois des vases ipii les contieiiueiit ; il siiflit 
« pour cela de leur élasticité, en vertu de laquelle ces fluides 
« font continuellement effort pour occuper un plus grand vo* 
« luine. Eu supposant donc qu’une masse d'air, d’un ga/. on 
« d’une vapeur soit coiileuue dans un vase fermé de toutes 
« parts, et qu’on fasse abstraction de la pesanteur du fluide, 
« les parois du vase éprouveront des pressions égales eu 
« tous leurs points, et dirigées de dedans en dehors, suivant 
« les normales à ces parois. La pression rapportée à l’unité 
« de surface sera la même dans toute rétenduc du vase ; 
« pour la déterminer, ou fera une ouverture en un endroit 
« du vase, pris au hasard; ou y appliquera un piston, et à 
« ce corps, la force nécessaire pour le maintenir eu équili- 
« bre ; en divisant cette force par l’aire de la base du piston 
e. en contact avec le fluide, ou aura la pression demandée et 
««l’on trouvera toujours le ((uotient, quel que suit l’endroit 
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(I OÙ le piston uura été appliqué. Si, par exemple, le vase 
« représenté par la figure ci-contre est rempli d'un fluide 
« élastique, les forces P, P’, P",.... qu’on devra appliquer 
M aux pistons qui ferment les cylindres, pour les empèclier 
« de glisser, seront proportionnelles aux bases a, a a",.... 
« le rapport de chaque force à la base coriespondanie 
« sera le même pour tous les pistons; » et le coeflieienl 
P P’ P" 

;) = — = P = ^,.... sera encore ce que nous ap|)ellerons 
/a prexuion rapportée à Vunite de turfat e. 


Connéquenceg. 


263. — La surface d’un corps j)lacé dans l’iuléi’ieur d’une 
masse fluide éprouve exactement la même pression que la 
surface de l'enveloppe extérieure ; ce qui revient à dire que 
la loi d’égalité de pression convient non-seulement à la sur- 
face d’un fluide, mais aussi à tout l’intérieur du fluide. 

Soit, en elTet, le corps <>, de forme quelconque, plongé 
dans niic niasse fluide cpie renferme l’enveloiipe AUD. Si p 

représente la pression par 
unité de sui face d<‘ l’enveloppe, 
je dis que la pression exercée 
sur une aire s du corps C sera 
égale à py.. Il snflit , poui' le 
jirouvei', d’imaginer que l’aire 
a soit prolongée dans tons les 
sens, d’une manière quelcon- 
que, jiisipi’à rejoindre l’enve- 
loppe extérieure. La masse 
fluide , dont l’état dynamique 
n’est évidemment p;is altéré 
par cette construction géométrique, se trouve ainsi (lartagée 
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en deux volumes, dont l’uu , celui de gauche, ne renferme 
aucune portion du corps plongé, et dont l’enveloppe exté- 
rieure est formée de DA B et de DaB. En vertu de la loi ad- 
mis<‘, la pression rapportée à l’unité de surface est constante 
sur tonte l’étendue de l’envelop|K! : donc la pression sur l’aire 
a, qui appartient à cette enveloppe, est égale à pa. 

Il suit de là que, si l’on mène un plan par un point quel- 
conque d’un fluide, ce plan sera pressé sur ses deux faces 
par deux forces égales et opposées qui, pour chaque unité 
de surface du plan, auront la même valeur numérique qm* 
pour l’uuitc de surface de la paroi ; et la valeur d<- ces |)ies- 
sioiisserj la même, quelle que soit la direction du plan qu’ou 
aura mené. 

Cette conséquence aurait pu être admise au même titre 
que la loi elle-même, c’est-à-dire coiuiik; fondée sur l’expé- 
rieiicc directe. Il ne serait pas diflicilc, en elTet, d’en recoii- 
iiaîlre l’exactitude |)ar voie d’observation, ainsi qu’on l’a fait 
pour la pression exercée sur les parois. Il siillirait d’intro- 
duire dans la masse fluide un tube muni à son extrémité; 
d’un diaphragme mobile. On constaterait ()ue, pour mainte- 
nir ce diaphraguie à l’orilice du tube, il faut lui appliquer, 
de dehors en dedans, une force exactement égale à celle qui 
serait luh essaire si une aire pareille était découpée dans les 
parois. Otte constance de pt(;ssion ne serait d’ailleurs pas 
altérée, quelle que fût la position du tube, et, par suite, 
quelle que fût riuclinaisoii du diaphragme au sein de la 
masse fluide. 

Mais, malgré la simplicité de ces expériences, semblables 
à celles qui concernent la transmission de la pression sur 
l’enveloppe, il nous semble plus méthodique de présenter ce 
dernier résultat comme une conséquence nécessaire du pr«v 
cédent, puisque la liaison rationnelle est facile à établir. En 
toute science, on doit chercher à rtHjuire, autant (lue possi- 
ble, le nombre d’éléments tirés de la seule observation, et 
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ne conserver que ceux qui sont slricteinenl indispensniiles 
à la réaliu* de ceHc science. 

2° Dans le> ehangeinents de Torme d’nn (Inidc en équilibre, 
le travail des pn-ssions exlerieiires est égal à zi%, pourvu 
(|iie le volume du llukle ne varie pas. 

Soit une enveloppe , sur laquelle on implante des tuyaux 


soit rempli de lluide. Pour que ce fluide demeure immobile, 
il suflii que, sur tous les pistons, ou exerce normalement, 
de dehors en dt^dans, des pressions égales par unité de sur- 
face. Si nous voulons actuellement faire varier la forme du 
fluide, sans alté>rerle volume, ilsullil d'avniie<>r certains pis- 
tons et d’en reculer certains autres, de telle sorte (|uc les di- 
minutions de volume compensent exactement les augmenta- 
tions. Reportons donc le piston \ en B, A' en lî', .A" en R", 
A'" en B'". La nouvelle forme allécléc par le fluide sera 
M BB’B"B"'.... Je dis que le travail d(^clüppé par les prt's- 
sions, pendant le passage d'une foi me à raiilre, est t'-gal à 
zéro. En elT(‘t, soit P, P', P”, P"',... les pressions respec- 
tives cxercces sur les pistons; /, /', les longueurs 

dont on les a avances ou reculés. Le travail développé- par 
1a pression P, pendant le déplacement d<! .V en B, est positif, 
puisque la force agit dans le sens même du chemin parcouru; 



B/\^^qiies” A B, .V B', A"B ", 


de grandeurs quelcbii- 


A'"B ',. ... communiquant 
librement avec le volume 
intérieur. Supposons que, 
dans chacun de ces tii- 



Fig. 7ü. 


perpendiculaire au tuyau, 
P" et le fermaut exactement; 
et que tout l’espace ainsi 
délimité .M A A’A".\"'... 


Digitized by Google 


CONSIDÉRA riOMS PRÉUSUNAIHES. 


m 

son,çxprt'!>sion numérique esi d'ulllcurs P X /. ParciUemeiit, 
le Iruvail de l:i pression P' est positif el égal à P' x .An 
eoniraiie, les liavaux de P" et de P " sont négatifs, puisque 
les forces agissent en sens inverse des chemins parcourus : 
ils ont donc pour valeurs — P 7" et — P’"x l '. La somme 
des travaux est consé(iueinment égale à 

\H + VI' — PT — P’"r— .... 

cl il est visible que celle somme est identiquement nulle. Car, 
si a, a, a", désignent les superficies respectives des 
pistons, on doit avoir la relation : 

(1) al + nl' — a"l" — a'"l"’... =o. 

puisqu’on suppose que le volume n’a pas varié, ür, p étant 
la valeur consiante de la pression rapporiéeà l’unité de sur- 
face, mulliplious tous les termes de la relation par cette con- 
stante; et remarquons que ap, a'p,a'p... représentent pré- 
cisément les pressions P, P', P"... on obtient, en faisant la 
substitution : 

PI 4- p7'_ p'7 p'T".. . = O. 

Les tuyaux dont nous venons de nous servir pour faire 
ebanger la forme du liquide peuvent avoir des inclinaisons 
et d<‘s diamètres quelconques. On pourrait même leur sup- 
poser des sections variables, et imaginer que les pistons, 
soumis toujours d'ailleurs à la même pression par unité de 
surface, s’élargissent ou se rétrécissent en proportion, de- 
manière à fermer exactement les tuyaux en des points qiiel- 
coinpies de leurs déplacements. Dans celte hypolhcsc, le 
travail du piston A, par exemple, ne serait plus représenté 

par IV ou ap/, mais aurait pour valeur pj ad/, puistpte a 

varie avec /. D’un autre côté, le volume du fluide en AB se- 
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rail (•\primi* p.tr la même intégrale j ad!-, en sorte que la 

»'o 

relation (1) l i-ilessus prendrait lu forme 

f'i /•r ,H" ,'i" 

I aiU -p / ddl' — / d'dl " — / a'"dl ". .—tt , 

tii imiltipliunt Ions leslei mes pur la constante />, ou olititni- 
drait la soniine des travaux, qui serait identiquement nulle, 
comme dans le cas plus simple examiné (ont d'abord. 

La disposition absolument quelconque qn’on peut ainsi 
attribuer aux tuyaux permet di* réaliser tonte espèce de 
chuiigemenl de forme du fluide. La proposition énoncée se 
trouve donc démontrée dans sa plus grande généralité. 


('«iniiient II fMul entendre la loi de transmlHKlon 
lorsque des forces nioirleea •olllcllent dlreetenient 
les moléenleK du fluide. 


51)4. — .Instpi’ici, nous avons lonjours siippost* tpie le 
fluide était sollicité seulement par des jtressions exercées sur 
la surface, et, quand il s’agissait d’nu ga/, parles forces in- 
térieures mutuelles qui engendrent la force élastique. Aous 
avons reconnu alors, — et c’est en cela que consiste la loi 
de |iransmission, — tpic la pression rapportée à runilti de 
surface a la meme valeur, quel que soit le point où un la 
mesure, sur les parois ou dans l’intérieur delà musse fluide. 
Mais il arrive géiiiM'ulement que le fluide est non-seulement 
soumis aux actions dont nous venons de parler, mais aussi à 
des forces motrices qui en sollicitent directement les diver- 
ses molécules. Hans ce cas la pression ne demeure plus 
constante, et varie au contraire avec la position du point que 
l’on considéré. Il est aisé de se convaincre imniédialement 
qu'il eu doit être ainsi. Prenons, en effet, l’exemple le i>liis 
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siiiipli', celui d’un liquide soumis à riiinueme d'une foire 
iclle que la pesanleur, qui s’exerce, connue on sait, direcie- 
niPiil sur chaque puiiU mati-riel. Supimsons que le liquide 
soit sollieiK' par celle seule force, el ipi’il soit contenu dans 
un vase à parois verticales, placé sur un appui horizontal. 

Si l’on mène un plan parallèle à la base, îi une hauteur quel- 
conque, dans le liipiide, on pourra enlevei- la portion qui le 
surmonte, el on ne changera jias les conditions du lluide res- 
tant, pourvu qu’oii charge ce plan d’un poids précisémeul 
égal à celui du liquide enle\é. La pression rpii eu résullesur 
la surface adjacente du lluide inférieur représente la pression 
qui se produisait en celte même région lorsque le lluide sup- 
primé lui était superposé. Or, il est visible que, selon qu’on 
fera passer plus bas ou plus haut le plan séparatif, on aura à 
considérer sur la suface adjacente du liquide inférieur la 
pression engendrée par le poids d’une masse plus ou moins 
considérable, ce qui nous montre que dans l’étal d’équilibre 
du fluide total la pression exislanl en un imiiit est plus ou 
moins grande, selon que ce point est plus ou moins rappro- 
ché du fond du vase. 

Cet exemple suflil pour faire comprendre notre pensée, el 
c’est tout ce que nous voulons pour le moinenl ; car plus 
tard nous étudierons la manière d’apprécii r exactement celle 
pression variable. 

Mais de ce que la constance de la pression ne s’observe 
plus ici, il ne s’ensuit pas que la loi de transmission cesse 
d’avoii lieu. Il est certain, au contraire, comme l’expérience 
le vérifie, que la présence de ces forces nouvelles, appli- 
quées directement aux molécules, n’empèche nullement une 
pression superficielle de se transmettre sans altération dans 
toutes les parties du fluide , et celle pression intégrale 
s’ajoute avec celle qui résulte des autres forces motrices. 
Eu sorte ipie la pression totale, qui règne en un point du 
fluide, provient de la superposition de deux ePTels, savoir : 
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celui qui correspond ù la loi de traiisinission, cl qui a, pour 
chaque cas donné, une valeur esseiilieilemeul coiisl uile dans 
tüiile rélcndiic du lluide ; et celui qui est dû à reuseiiiblc 
des forces motrices individuelles, lequel varie d'un point à 
un aiilre de la masse. Ainsi, dans les circonstances les plus 
générales qu’on puisse supposer, la loi de transmission 
s'exerce toujours ; seiileincnt, son résultat direct est comme 
mas(|ué par la complication d'autres pliénoinènes qui lui 
demeurent étrangers, lücn plus encore: l’ifTel variable dont 
nous parlons est lui-même soumis à la loi de Iransmissiuii, 
en ce sens que clui(|ue pression partielle, duc aux forces 
inoirices, se propage dans le sens des forces qui la produi- 
sent, r:onformémcnt à la loi générale elle-même. Je m’expli- 
que. lieprenons le eus, que nous examinions plus haut, d'un 
liquide pesant renfermé dans nn vase vertical. Sur chaque 
tranche horizontale, le li(|iiide superposi' engendre une pres- 
sion de liant en bas ; c’est celle pression qui se propage in- 
tégralement dans tout le liquide inférieur, absolument comme 
si le liquide supérieur n'existait pas et était remplacé par 
une pi'ession superficielle. Un peu au-dessous de cette pre- 
mière tranche, on en peut concevoir une seconde, et la 
pression en cette seconde tranche se compose de celle que 
lui transmettait la première, et de la pression nouvelle due 
au poids du liquide compris entre les deux. Si bien que pour 
une tranche quelconque on doit envisager la pression effec- 
tive coininc composée de l'ensenible de toutes celles qui 
correspondent aux diverses tranches superposées, pressions 
qui, individuellement, se sont transmises en entier depuis la 
région où elles s'engendrent jusqu'aux dernières limilçs du 
lluide inférieur. On coin,:oit qu’il n’est pas toujours aussi fa- 
cile de discerner la loi de superposition de ces effets, c’est- 
à-dire de déterminer la ligne le long de laquelle la |>ression 
varie suivant une loi donnée. Mais le principe n'eu existe 
pas moins, et toute la difliculté consistera à rappliquer ri- 
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jfotirrusfinoiit. Cpllo appliraiion ronstiliipra ii)(''iiu‘, roinnie 
lions l(M prroiis imc des brandies les pins impor- 

tantes de la ni(’rairu|iie des fluides. 

265. — Ces eonsidi'raiions font déjà senlir qu’autoiir d'un 
mf'me point, pris au hasard dans une masse fluide soumise 
ft des forces quelconques, la pression doit avoir la nu'me va- 
leur, quelle que soit la direction donnée, par ce point, à l’aire 
sur laquelle on veut la mesurer; pourvu, bien entendu, 
que celle aire soit assez petite pour (|uc la pression, en s«>s 
divers points, puisse être considérée comme n’étaiil pas 
différente de celle qui a lieu au point même (|ii’oii a clioisi. 
('.îir, puisque eetle pis'ssion , (pielles cpi'en soient les causes 
variées, ne s’est formée finalement en ce point que par une 
siiperposiliou d’effets se transin(‘tlant tous conformémeiil a 
la loi spéiâale, et puisque d’un autre côté i baciine d<“ ces 
transmissions offie, comme on sait, ce caractère (‘sseniiel 
qu’autonr d’un point la pression est la même dans ions les 
sens; il s’ensuit (pie la pression totale dont nous parlons 
doil participer à ce même caractère, d’èlre constante dans 
toutes b'S directions, (',’est ce cpie nous aclijverons d’(-claii- 
rinio lîi mniii^'ro sinvatïlo. 

' 4*.< 

l*ropaültl*ii. 


T.a pression autour d’un même point est constante dans 
tons les sens. 

Soit M nu point quelconque du fluide, M.V et .Mil deux 
aires planes égales, fort petites, mem'esdans des directions^ 
arbitraires par ce point. Traejons la droite I.MK, faisant le^ 
mi'me angle av<‘c les deux aires ; je vais prouver (pie la pro- 
jection, sur celte droite, do renseinble des forces agissant siiv ^ 
l’aire M .\, est égale ÿ la projection de celles qui agissent sur 
l’aire .MB. EnelVet,siqiposons aciievé le piisme triangulaire 
II. is 
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droit MAP. Soit p la pression, rapportée à l’uailé de«w- 
face, que le li<piide exerce normalement, de dehors en de- 
dans du prisme , sur raii-eMA. 
J’entends par ces mots : la pret- 
sion rapportée à l'anilé de »w • 
face, celle qui aurait Ueu sur une 
surface égale à runité, uirifornic- 
inent pressée par une force ayant 
pour valeur coustantc la muyeùiic 
de tontes celles de l’aire MA. Si 
0) est la surface de cette aire, la 
pression qu’elle supporte aura 
pour expression po). De même, 
eu appelant p' la pression rap- 
f's- poi lt'-e à riinile de surface , que 

le liquide exerce uormalemeiU,- de dehors eu dedans du 
prisme, sur l’aire MB, la pifssiuii supportée par cette aire 
sera exjiriimic par p''s>. Or, le prisme est en équilibre 
dans le lliiidc sous l’action de toutes les forces qui le sol- 
licitent. Donc, les deux pressions dont nous venons de 
parler, combinées avec celles qui ont lieu d’une manière 
analogue sur les trois autres faces, et combinées aussi avec 
les forces quelconques tpii sollicitent toutes les molécules 
comprises dans ce prisme, doivent étie en équilibre; et, par 
suite, la somme de leurs projections sur une même droite 
IMK doit être nulle. Or, les pressions des trois dernières 
faces, étant normales à ces faces, et par suite normales 
à IMK, donnent sur cette droite des iirojections nnllcs. 
Les deux .'UUres ont pour projection pwcosa et p'wcosa, 
a étant l’angle commun formé avec la droite par les deux 
plans MA et MB. Quant aux forces agissant sur la masse 
intérieure du |irisme, soit X la valeur de la composante, pa- 
rallèle à I K, rapportée à runité de masse : la projection de 
la force qui sollicite le pi isme sera Xpr, en appelant p la 
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üu Hiiûlc et V le volume du prisme. Or, si h est la 
hapteur du parallélipipèdc eonslniil sur M.V et AU, le vo- 
lume du prisme, (|ui est la moitié de celui du parallélipipèdc, 
aufa pour valeur i w/t ; eu sorte que , liualtuuent , la force 
.dont il s’ajjit est exprimée par 7 pXw//. Doue, eu iemar(|uant 
que les presssions p et p soûl de signes coiilraires, ou a la 
relation : 


p'ra cos a — pij) cos « — 7 P X lU /i = O , 
d’où, en divisant par ucosa : 




,PJL 

cos a 


.h. 


Mais, si ou suppose que les aires M et M 11 ilécroisseul in- 
défininient, les dimensiuiis du prisme, et par suite h, de- 
vicnneul iuri-rieurcs à toute quaiilili* doiinéi*, taudis que p, 
X et cosa couserveni des valeurs finies. Doue, à la limite, le 
dernier terme est nul, et pai- consc(]ueul 

p' = p. 

•Ainsi, pour des aires inliiiiim'ul petites, la pression est 
constaule, dans tous les sens, autour d'un même point, quelles 
que soient les forces qui sollicileiil le lluide. 

2 (')C. Jiemurqiie. — Il inipurle de ne pas confondre 
l’égalité de pression daiin fou* le* *en*, avec l’é-galilé de 
pression en ton* le* point*. Cette dernière propriété, qui est 
basée directement sur l’expérieucc, n'a lieu (jue loisque 
toutes les forces qui sollicitent le lluide sc réduisent à des 
pressiuus supcrücielles, et qu'en outre le fluide* est immo- 
bile. L'auti'c propriété, au coulraire, (|ui est une « onsë- 
quence logique de ce epie la pression exercéîe par un fluide 
sur une surface est toujours normale à celU* surface, a lieu, 
quelles que .soient les forces qui agissent sur le fliii !e, et quel 
que soit son mouvement dans l'espace : elle n'a pas besoin, 
13 . 
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par conséquent, pour exister, que la pression soit J4 
en tous les points. ,, 

Quand un Itnide se ineiil, on est bien certain, à moins que 
/ son nionvement ne soit uniforme, que la pression n’est pas 
la même en tous les jwinls : car une partie des forces qui 
sollicitent directeinenl les molécules, un qui. sont appliquées 
sur la surface, est préciséincnl employée à produire les va- 
riations de vitesse que cliaque point reçoit clTeclivcmeni; 
d’où il suit (pie la pression déterminée par ces forces, dans 
la région où elles agissent imnu'-diatement, ne peut se trans- 
mettre d’une mani(-rc intégrale dans toute rélcndue du 
lluide. Si nous considérons, par exemple, un liquide cunteiin 
dans nu inyaii vertical à section constante, et londiant libre- 
ment sons rinnuence de son propre poids, il est clair qu’au- 
cune pression n’existera au sein de la masse : les diverses 
tranches hori/.untalcs infiniment minces qu’on peut cum^evuir 
dans cette colonne Ii(|uidc sc meuvent comme juxtaposées 
et sans pesei'les unes sur les autres; tandis qu’au contraire, 
si le tnyan était fermé par le bas, toutes ces tninches y fe- 
raient naître iiiu' pression égale à leur poids. Dc'mème, ima- 
ginons un li(|uide contenu dans un tuyau horizontal, entre 
' doux pistons verticaux, et apidiqiious une certaine pression 
sur l’iin des pistous. Il est visible que, si la colonne liquide a 
toute liberté pour se mouvoir, la pi cssion ne se transmettra 
pas inti'gralcmont, mais diminuera d’une mani(>re graduelle 
jusqu’à l’autre cxtrémiK*, où elle sera nulle. En chaque 
tranche la pi'cssion transmise sera ('-gale ;'i la pression exer- 
cée sur le piston, diminiu'e de la force employé'c pour accé- 
lérer le liquide contenu entre ce piston et la tranche consi- 
diM'i'C. Au contrain*, la pression deviendi'ait partout la même 
si le tuyau était fermi‘ à l’autre extrémité de la colonne. 

Lorsque le nionvement du fluide, au lieu de s’elTecluer 
ave<^ cette eniiitre liberté, est (m pai lie géiu- par des obsta- 
cles, soit par une pression de sens contraire exercée ù l’antre 
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boni, soit par tni du liiyau, la pression se 

transmet pins on moins selon le degré d'onipècliemeiit ap- 
porté an inonvenient. Si, par exemple, l'orifiee jiar leipiel le 
fTiiide sVcoide est assez petit pour (|iie la masse située dei'- 
rîère ne piiisse’avaneer (pi’avee une grande lenteur, la pres- 
sion siiperliciellc moli'iec tend à s'(‘tablir nnirormément an 
sein de la masse. Il en est de même si lu pression opposée 
est presque égale à la pression motrice. C’est ponree motif 
q^ue, dans les mouvements très-lents, on est amené à admet- 
tre, sans erreur sensible, l’égaliU' de pression en tons les 
points. Mais cette- égalité, on le voit, n’est jamais rigou- 
reuse; et, par cela setd cpic le lluide se ment, elle est tou- 
jours plus ou moins altérée. ,\u eonlraire, l’égalité de. pres- 
sion dans tous les sens, autour d’un même point, eontinne 
à subsister malgré le mouvement, puisqu’elle est fondée sur 
cette seule propriété du fluide de pn sser toute surface sui- 
vant la normale. Tel est le point de vue aucpiel il faut se 
placer pour l’étude des fluides eu mouvement, point de vue 
qui siiflit d’ailleurs ]>leiuemcnt pour éiablii- les équations qui 
les concernent. 

L’égalité dans tous les sens subit elle-même, il est vrai, une 
atteinte sensible lorsfpie le mouvement est ti ès-rapide ; mais * 
ce n’est pas pour le même motif qui influe sur l’égalité en tous 
les points, et qui tient, avons-nous dit, à ce qu’une par- 
tie do la pression est employée :> l’areéléralion. C’est uni- 
quement paice que les fluides, irayaiit jamais une fluidité 
parfaite, développent entre eux ou contre les parois certains 
frottements, (piand la vitesse est considérable. En niéeani- 
(jue rationnelle nous devons négliger cette cause d’erreur, 
puisque nous n'envisageons que des fluides ibéoi itpies, e’est- 
â-dir(! supposés doués de celle llnidilé [larfaite dont nous 
parlons. 

267. — Les explications dans les(|uelles nous sommes 
cnti és ne laisseront pas, nous respérons, de doute sur la vc- 
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ritable signification de la loi spéciale des fluides, non pins 
que sur son caractère philosoplii(|ue. Celte loi, en effet, est 
du même oi'dre, quoi(|iie moins gi'iiérale, qin‘ les trois lois 
fondaincniales, d(jà exposées au coinmeneement de cet ou- 
vrage, et (pii régissent la nature entière. Elle est, comme 
celles-ci, démontré-c par rcxpérien(?e directe, et vérifuM* n 
poileriori par les consi'quences qu’on en di'duit et qui sont 
eii^'onformilé avec les faits, l.orsqiie roliservalion nous ma- 
nifeste quelque dé'saccord, ce n’est pas à la loi elle-même 
qu il faut s’en prendn<, mais à la fausse application que nous 
en avons faite ; c’est-à-dire que nous avons en le tort de re- 
garder comme des llnidc's pai faits des corps qui ne l’étaient 
pas réellement, et qui, par suite, ne pouvaient obéira une 
loi reconnue vraie seulement pour les premiers. 

La mécanique ratiomief/e des fluides consiste donc à 
h’admelire dans le calcul, comme données expérimentales, 
qne les (piatre lois dont nous parlons, et à recourir ensuite, 
d’uiie manière exclusive, à l’analyse mathématique pour eu 
faire sortir toutes les dl'■duclions possibles. .\ii contraire, les 
résultats ipii ne s’(d)ticudraienl cpi a l’aide de (pielqne antre 
donnée de l’observation rentreraient essentiellement dans 
la ml'■caniqne appli()U(‘c. 

La loi sp(‘ciale des fluides paraît due à Euler. C’c'st du 
moins c(* géomètre qui, le premier, a (“u la gloire de l’envi- 
sager avec toute sa généralité, cl qui en a fait la base de cette 
partie de la mécanique. 


Exmiien de la mélhade conalatayt à supprimer la 
loi expérimentale de transmission. 


268. — ,\insi que nous l’avons énoncé pri'civjemment, 
plusieurs savants de premier ordre, à la tête desquels se 
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place l’illustre Lagr:ni"(‘, ont élal)li la inéeaiiique des fluides 
d’une manière malhi'-inali(iue, c’osl-à-dire eu s’ai>[)uyaiil seu- 
lement sur les trois luis fundaineiilales de la uni are, et sans 
recourir à la loi spécialt^ de trausiuissiou. Au lieu de déduire 
ce principe tle l’observaliou directe! des pliéiioiiièiies, ils eu 
ont fait une simple cons(''f|ueiice logiipie des lliéoreiiies gé- 
néraux de la mécanique. 

Nous n’avons pas cru devoir accepter ce point de viw, 
parce qu’il nous semble inaiu|uer de rigueur, et supposer 
implicitement ce qu’on s’efforce de dé-montrei-. 

Nous ne saurions mieux expliquer notre pensée (pi'en re- 
courant à l’un des plus savants interprètes de la im-tho le de 
Lagrange, et on citant textuellement 1»!S pages suivantes du 
Traité de M. Delaiiiiay, qui ont pour objet d’élablii la lui de 
transmission au moyen du principe des vitesses virtuelles. 

« Tranxminxion rlex prcmiuiiii dan» le» fluide*. — (!ou- 
» sidérons, dit ce géomètre', nue masse fluide dans nue en- 



« veloppe fermé-e , rpTelle 
« remplit couq>l(''tement, et 
« supiiosons que ses niolé-- 
« eules ne soient soumistîs à 
« aucune force autre que les 
« actions que chacune d’elles 
« éprouve de la part des ino- 
« lécules voisines, ('e fluide 
« exeri'era des prc'ssious sur 
« les diverses parties de l’en- 
« veloppe (|iii le renferme. 
(< Si l’on vient à enlever nue 


'®- « p<!tiie poi tioM de cette en- 

« veloppe , et si on la remplace par un piston rie même 
« forme, mobile dans un bout du tuyau adapté au contour de 


' Traité de mécanifiue ralionneUc , iOO ol .-.lil'aiilc#. 
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U l'ouvcrlure uiiisi produite, ou conçoit que le fluide pourra 
« se ironver cxactenienl dans les mêmes conditions que pré- 
« eédemmeni, poin ru qu’on applique au pûton A une 
O force conrenahie T dirigée parallèlement aux parois 
« du tiigaii dunx lequel il peut te mouroir. De même, ou 
« pourra remplacer une aulre portion de rcnveloppe par üu 
« piston 11, egalement mobile dans un bout de tuyau, etsou- 
« mis à l’aetion d’une certaine force I ', sans que le fluide 
« cesse d'être exactement dans les mêmes conditions. Cela 
« po.sê, nous allons voir que, si les bases des deux pistons 
« A, B sont égales, les deux forces F, F' doivent aussi être 
« égales. 

<< Pour di’-monlrer cette proposition, imaginons que nous 
« réunissions les deux bouts de tuyaux dans lescpiels peu- 
« vent se mouvoir les deux pistons A, B, par un canal courbe 
« AC B, contenu tout entier à rintérieiir de l’espace occupe 
« par le fluide et se raccordant à ses deux extrémités avec 
<> ces bouts de tuyaux; nous pourrons même supposer que 
« lu section transversale de ce canal .VCB soil partout égale 
« à la base de l’un des pistous A, B. Le fluide dont il s’agit 
« ('tant en ('-quilibre, nous pouvons lui appliquer le théorème 
« du travail virtuel. Pour cela, concevons que le piston A 
« marche d’une quantité inliniment petite e vers l’intérieur 
U de l’enveloppe; que la portion du fluide qui est située eu 
« dedans du canal ACB glisse le long de ce canal sans en 
« sortir, et suive ainsi le mouvement du (liston A, tout en 
« conservant le même volume ; qu’en conséquence le piston 
« B marche vers l’extérieur d’une quantité égale à.e ; enfin 
<< que toute la (lortion du fluide qui se trouve en dehors du 
« canal ne se déplace pas. Pour ce déplacement virtuel par- 
ti ticiilier du système matériel que nous considérons, la 
U tomme det traraux cirhielt det forcet qui tout appli- 
11 que'et à tet dirertet parliet doit etre nulle. Or, la ()or- 
« tion ABC du fluide, qui sc déplace seule, ne change pas 
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« de volume) les diverses parties qui la coiiiposeiil sc meu- 
« veut séparément en glissant simplement les nues sur les 
« autres, ou bien sur la partie du fluide qui est en delioi'S du 
« canal A C 1) et qui reste immobile ; mais, ce glissemenl 
« s’elTectue nan» qu'il y ail de frollemciit, eu raitou de la 
« fluidité' parfaite du tytiême : il résulte de là et de ce que 
« nous avons dit à l’occasion des systèmes matériels dans 
« lesquels on imagine des liaisons, que la somme des tra- 
« vaux virtuels dus aux actions que Ici molécules du fluide 
« tout entier exercent les unes sur les autres est égale à zéro. 
« D'apres cela on voit que la somme des travaux virtuels des 
« forces appliquées à notre système matériel se réduit à 

F e — F' e , 

« et , comme celte somme doit être nulle, il s'ensuit qu’un a 
F = F', 

« On conclut de la proposition qui vient d’étre établie (pie 
« la force F, appliquée au pistou A , donne lieu à une pres- 
« sion égale à F sur toute portion de l’enveloppe ayant une 
« étendue égale à a, base de ce piston. C’est ce qui cons- 
« titue le théorème de lu tranumisfion det pretsian» dans 
« un fluide dont les molécules ne sont soumises à aucune 
« force autre que les actions que chacune d’elles éprouve de 
« la part des molécules voisines. » 

Certes, il est diflicile de présenter cette démonstration 
sous une forme plus claire, et, en quelque sorte, pins per- 
suasive. Néanmoins nous allons voir qu’au fond elle manque 
de rigueur.. Reprenons chacune des parties que nous avons, 
à dessein, écrites en caractères italiques. 

Eu prmnicr lieu , on remarquera (|ue la force dont il est 
parié pour remplacer sur le piston l’elTet de la paroi elle- 
même est tacitement supposée normale a cette paroi : car 
sans cela la démonstration ne pourrait conclure. Imaginons 
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en effcl pour un inslnnl que la force F soit oblique h la pa- 
roi B, cl ail une direction telle (pic F"; pour mieux diie , 
imaginons que le Ihuu du iiiyan, au lieu d'être implante- nor- 
malement à l’enveloppe, suivant BB', ait la position BB". Le 
cliemin parcouru Bli", dans ce tiiyaii, devrait alors être pins 
grand <)uc BB' ou £, poui- ijiie le volume engendré B B 'A ' 
rpsiAt égal à BB'A' cpii correspond à renfoncement s du pis- 
ton \. Donc, les deux travaux Fe et F 'e" étant c^giyix, et t" 

étant plus grand que £ , 
il s’ensuivrait cpic F" est 
moindre que F, conclusion 
(pii n’est pas celle qu’on 
|)oiirsuit. .\insi, il est bien 
reconnu que les pressions 
sont supposées laeilement 
normales à l’enveloiipe. 
Ur, sur (pioi se fondc-t-ou 
pour admettre , a priori , 
celte perpendicularité ? 
quel motif en peut-on don- 
ner en dehors de l’obser- 
vation , c’est - à - dire en 
dehors de la loi expérimentale de transmission elle-même? 
A lu vérité, certains géomètres invoquent une raison de sy- 
métrie, tirée de la dintribulivn uniforme de» molcenle» 
du fluide autour de l’clcmenl de surface que l'on consi- 
dère. Mais celle raison, tout au )dns admissible quand l’é- 
lément siqx-rficiel en question appartient à un plan indérmi, 
cesse d’avoir aucune valeur ipiand il s’agit d'une paroi 
courbe. Car cette uniforinilé de distribution n'a lieu, au- 
tour de l’élément, qu'à des distances inliiiimeiit petites ; et 
qu’est-ce (pii prouve que rinfluence de la masse environ- 
nante cesse à une distance inappréciable? Qu’en pcul-on 
savoir autrement (pie par l’expérience? On prétendrait à 
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tort (ju’il est évident, a priori , que la force ne'peiil 
oblique à là puiui et que In disposition du tuyau , figure^ 
tout n l’heure, eluxpic iuviiieiblenieiit l’esprit. Il es< ftîeii 
vrai que notre sentiineiit repousse une semblable hypothèse 
mais ce sentiment n’a d’autre source que l’épreuve jouriia- 
lièn! que nous avons faite de ce genre de phénomènes. Hors 
de l’observation physique, nous n’aurions aucun motifs»'— 
l ieux d’hUirmer que la résultante des actions moléculaires du 
fluide n’est pas oblique à la paroi qui le contient. 

O premier point de la démonstration cit»'e plus haut nVst 
donc pas établi d’une manière satisfaisante. 

En second lien, on avance que la somme des travaux vir- 
tuels sera nulle, parce que les molécules du fluide renfermé 
dans ce canal glissent sans frottement les unes sur les autres 
ainsi que sur celles du fluide environnant. 

Pour (|ue les points matériels ne d(''vcloj)|)ent pas de tra- 
vail , en vertu de leurs actions réciproipies , il ne suffit pas 
qu’ils soient parfaitement fluides, mais il faut que leurs dis- 
tances ne varient pas : car dans un fluide qu’on comprime* 
par exemple, la fluidité ne disparaît jtas, et cependant il se 
produit un travail , en raison de cette compression même. 
Ici, à la vérité, on suppose que le volume ne change pas : 
mais cela n’est pas suffisant, car le travail n’est identique- 
ment égal à zéro qu’autant que chaque <li»tance, de» mole- 
cuie» deux à deux, ii’a pas changé (n" làà). Or, le volume 
de l’ensemble du canal pourrait très-bien rester le même, et 
le fluide s’être comprimé ici, dilaté là, de façon à ce que le 
travail total ne fût pas nul. .Insqu’à im (certain point cette 
objection disparaîtrait pour les liquides, ou l’on imaginerait 
les molécules constamment au contact absolu ; mais elle 
subsisterait en entier pour les gaz.Æt qu’on remarque bien 
rinsufflsance d’nne argumentation consistant à nier la possi- 
bilité de l’équilibre d’un fluide inégalement comprimé dans 
ses diverses parties : car ce serait là précisément s’appuyer 
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sur le fail en (jiiesiion, savoir l’égalilc de pression en tous 
les points. 

Kiifin on ne ]>enl pus udlrmer duvantage que le fTiiido du 
canal glisse sans rrotteinenl contre celui qui rciitoure ; cai' 
la conception de la fluidité parfaite n’einporte pas nécessai- 
rement celte conséquence. On peut fort bien imaginer que 
le frottemenl ne se développe pas au sein d’une masse, libre 
dans toutes ses parties, qui par une sorte d'élasticité d'en- 
semble s'associe aux ébranlements pat licnliers qui ont lieu 
en telle ou telle région ; mais, une fois celle élaslicili' di.spa- 
riie, par suite de l’immobilité supposée dans certaines par- 
ties de la masse, on ne voit pas du tout ce qui doit se passer; 
et un ne pourrait le conclure avec quelque certitude que 
d’expériences directes qui, si on parvenait à les effectuer 
rigonrensement , ne seraient cei tainemenl pas plus satisfai- 
santes pour l’esprit que celles (|iii établissent la loi de trans- 
mission elle-même. 

Ces considérations nous ont paru décisives pour rejeter 
celte méthode. Nous osons espérer qu’elles suflironl au lec- 
teur pour se ranger à une opinion qui fut celle de Macluu- 
rin, d’Euler et de Poisson. 


Berna rquef. 

■ 269. — 1° Nous croyons devoir, dès maintenant, prému- 
nir le lecteur contre une idée fausse qu’il pourrait se former 
sur la mécanique des fluides, d'après l’ordre des matières 
adopté dans les deux chapitres suivants, ün irmarquera, en 
elTel, que nous y développons la théorie de l'équilibre avant 
la théorie du inouvemeit). Mais il ne faudrait point en con- 
clure que c’est afin d’édifier celle-ci sur celle-h'i. Une telle 
snbordinalion de la question dynamique à la question stati- 
que, bien qu’admise habituellcnieul dans les truités, n’est 
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niiil«ment nëoessairc, et serait en outre une dérogation à la 
méthode que nous avons suivie dans tout le rouis de cet 
ouvrage. Si nous avons conservé ici exceptionnellement la 
division ordinaire , cVst dans runiqiic but de familiariser 
plus aisément avec l’usage de la loi de transmission, qui 
s’observe mieux dans les cas de repos que dans les cas de 
mouvement. Mais nous aurons soin, en nous occupant de 
ces derniers, de les traiter d’une manière tout à fait indé- 
pendante des résultats statiques, et de montrer comment on 
aurait pu intervertir, sans difficulté, l’ordre des matières, et 
faire dériver, comme toujours, l’équilibre du mouvement. Il 
est donc entendu que la division qui suit n’est qu’un expé- 
dient didactique et non un encliainemcnt logique. 

2 ’ Nous recourrons fr.i’-qucmmcnt à un artifice dont il im- 
porte d'établir la parfaite légitimité. Nous considérerons les 
ffuides comme des corps conlinns, décomposables en parties 
juxtaposées entre lesc|uelles il n’existe pas de vides. Evi- 
demment les choses n’ont pas lieu ainsi dans la nature, et 
tout fait présumer, nu contraire, que les molécules ffuides 
sont séparées par des intervalles vides, dont les dimensions 
sont souvent bien supérieures à celles des molécules elles- 
mêmes. Mais, dans tous les cas, les unes et les autres sont 
fort petites, et l'erreur commise en remplaçant les coordon- 
nées véritables d’une molécule par celles de la partie imagi- 
naire pleine qui la comprend effectivement est tout à fait 
négligeable, quelle que soit la fonction analytique des coor- 
données ; ponrvu que, d’une part, ces parties imaginaire^ 
soient elles-mêmes fort petites, et que, d’autre part, la fonc- 
tion ne change pas brusquement de valeur pour des varia- 
tions insensibles des coordonnées. Or le faible écartement réel 
des molécules permet d'établir des divisions fort petites, et 
'contenant toujours néanmoins de la matière du fluide. Quant 
aux fonctions que nous aurons à traiter, elles n’off'rcnt pas 
la partieularit'- que nous venons d' signaler. La siibsiitutiou 
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dont il s’agit est dune parl'aitciuciit permise. Ce 

élii déjà élucidé dans la mécanique générale, à l'oeca- 
sioii des centres de gravité et des moments d’inertie (u“ 182). 
Nous n’uvüiis donc pas besoin d’insister davunlage. 

En mcnie temps que nous remplacerons les coordonnées 
des inolécnies pur celles de ces parties artiüciclles, nous 
l'erons un*‘ subsiitnliun analogue pour la masse, c’est-à-dire 
que la masse du volume occupé réellement par le fluide sera 
considérée comme étant liomogènc dans toute l'étendue de 
la petite division, et comnic ayant pour densité constante la 
densité moyenne du fluide en cette région. Ce n’est là, d’ail- 
leurs, que l’application de la délinilion gintérale de la den- 
sité pour des corps quelconques. 

Quant à la forme géométrique des parties artificielles 
ainsi établies, elle variera évidemment selon les convenan- 
ces de notre calcul. Le plus souvent, ce sera celle de petits 
parallélipipèdes ayant leurs forces respectivement parallèles 
à trois plans de coordonnées rectangulaires. 

3" Les questions relatives aux fluides ne sont pas traitées 
généralement au point de vue de la position de tel ou tel 
|)oint particulier du fluide, mais au point de vue de ce qui se 
passe en un litui déterminé de l’espace. .Ainsi, dans un fluide 
en é(|uilibre, ou ne recbcrclie pas la place qu’occupera une 
certaine molécule du fluide, considérée a priori, et les for- 
ces qui la solliciteront, mais bien l’état du fluide en un 
certain lieu et les forces qui agissent sur les molécules quel- 
conques qui s’y trouvent. De même, dans un fluide en mou- 
vement, ojii n’examine pas la vitesse et les forces concernant 
une molécule dont on voudrait suivre la trajectoire depuis 
l'origiiie, niais on considère les vitesses et les forces dont se 
trouvent animées les molécules au moment où elles travei— 
seul une région déterminée. Un conçoit d’ailleurs ipie leS 
deux points de vue sont, dans le fond, équivalents, en ce 
ÿOns^quç, tous les résultats relalifs à l’un d'eux étant établis. 
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OU peut thi'oriqucmeiil en déduire les résultats relatirs à 
l’aniro. Mais le premier point de vue est beaucoup mieux 
approprié ù la coéfornialion de notre esprit, en vertu de la- 
quelle nous nous trouvons beaucoup plus intéressés par la 
connaissance de ce qui se passe dans un certain lieu de l’es- 
pace, que par celle des phénoincnes que pedvent oITrir indi- 
viduellement les molécules du lluide, suivies dans toutes 
leurs péripéties. L'identité que nous ollrenl ces molécules 
entre elles nous rend en effet indifférents à ce qui les con- 
cerne séparément. 
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Nous nous proposons, dans ce chapitre, de recherclier les 
conditions <;éiiérales de l’équilibre d'un lluide soumis ù des 
forces quelconques. Les principales cons(-()uences que nous 
en déduirons sont relatives à la ligure d'équilibre cl à la 
.pression. 


Kqu«llon$i générales de l’équilibre. 

570. — (’.onsidérons un fluide immobile, compressible ou 
élasticpie, homogène ou ht'ti’rogèue', soumis à des forces ab- 
solument quelcon(|iles, qui ne troubhmt ])uiiit son iinmobi- 


' l-c.^ iiiol.-ilifiHinÿéïK’ ot Iwlerotiène m-cvront dan.s ce livre un sen.s (titrè- 
rent (le relui i|ii'ils ont eu jii»|u'iri. I)iiii< l.i mècani(iuc lièiuMalo, CCS termes 
signifient i|ue la densité est ou n’est pas constante ; c’est là, en ctfet, tout ce 
qui intéresse au point de vue du mouvctnciit que les nins.ses des corps |ieu- 
vent rccc\ oir. Mais, lorsqu’un considère des fluides rompressildes, il y a lieu 
de tenir compte de crtte circonstance, que deux (laz de meme densité et de 
nature ditlërente développent des pressions très-inésales, clio.se Iden jilua 
inporlante qu(( U connaissance de la masse totale. Aussi riiomoeéiiéilé s’en- 
teml elle de la nature du fluide ; et un numie fluide dont les diverses partira 
n'auraient pa- les mêmes densiUcs, par suite d'iné(.'alilés des pre.ssionSj n'tn 
semil juts moins dit lioinopène. 
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lit** actuelle. Il s'agit d’établir les équations qui doivent 
exister entre ces forces. 

Rapportons les points matériels du système à trois axes 
de coordonnées rectangulaires O X, OY,üZ; et soit M un 
point quelconque de la masse. 

Imaginons que le volume entier du fluide soit décomposé 
en parallélipipèdcs élémentaires, par des plans parallèles aux 
plans coordonnés. On pourra remplacer le corps réel par un 
corps fictif, formé de l’ensemble de tous ces parallélipi|>èdes 
juxtaposés, renfermant chacun la portion exacte de matière 
qui est réellement contenue sous le même volume de fluide. 

Soit iMui&c le petit parallélipipcdc passant par le point .M, 
et X, y, 2 les coordonnées de ce point. Les dimensions de 

ce parallélipipède pourront 
être représentées respective- 
ment par les différentielles 
dx, dy et r/s des coordon- 
nées. 

La dcnsit<‘ p du fluide, 
généralement variable d’un 
|)oint à un autre de la masse, 
sera une certaine fonction 
Fig. 18. des coordonnées, et on jiour- 

ra la supposer constante dans toute l'étendue d’un paralléli- 
pipède. 

La pression, rapportée à rnnilé de surface, qui s’exerce 
sur un élément plan quelconque mené dans le fluide, sera 
également une certaine fonction des cooixlonnées de cet 
élément. 

Soit enfin X, Y, Z les composantes de la force, rapportée 
à l’unité de masse, qui sollicite directement une molécule 
du fluide. Ces composantes, pour la masser/m du paralléli- 
pipède MrrAc, seront exprimées par \dm, \dm, 7.diii, ou par 
^odxdydz, \ijdxdyd2 , ’L^dxdydz, puisque dxdydz repré- 
11. I* 
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seule le volume de ce parallélipipèdc , et p sa densité. 

Cela posé, recherchons tontes le.s forces qui agissent sur 
I élément MoAc, et écrivons que cel élément est immobile 
sous leurs influences combinées. • 

Soit d’abord les forces parallèles à l'axe des j* ; — Elles 
se réduisent à Xdm, plus les composantes qui proviennent 
de toutes les actions du milieu environnant, ür, ces actions 
étant respectivement normales aux éléments plans sur 
lesquels elles s’exercent, on n’a à s’occuper ici que de celles 
qui ont lieu sur les deux faces perpendiculaires à la direc- 
tion de l’axe des a-, c’est-à-dire sur les deux faces MAÿc 
et adef. 

.Soit donc p la pression, rapportée à l’iiuilé de surface, 
que le fluide engemlre sur le pi-emier de ces éléments plans. 
Sur l’élément opposé, elle sera /< | <//j. î’uistpie la pression 
est, dans tous les cas, nue fonction des trois coordonnées, 
il est clair que pour avoir tlp, il faudra prendre la difféi’en- 
tielle de la valeur de p, où l’on considérera x comme seule 
variable, et y et z comme constantes. En effet, ces deux der- 
nières coordonnées ont les mêmes valeui’s pour les divers 
points, chacun à chacun, des deux faces. La pression, rap- 
portée à l’unité de surface, qui agit sur l’élément «rfe/’sera 

donc exprimée par Conséqneinment, les forces 

dé'velop|M“es par le fluide, sur les deux plans, auront respec- 
tivement pour valeurs les pressions précédentes, multipliées 
par la superficie dydz de chacun de ces plans. Ainsi, ces 
forces seront égales à 


p.dijdz et {p -i-‘lj^dx) dydz 


Le parallélipipèdc Mahc étant immobile, il s’ensuit que 
ces deux forces, combinées avec Xdm, donnent une somme 
égale à zéro. Mais remarquons (|ue les pressions sont oppo- 
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sées 8«r les deux faces, et que celle qui agit sur adef est n«?- 
gativc : donc le terme pdydz disparait, et la relation se ré- 
duit à 

— ^dxdydz + Xdm = o . 

Or, lions savons que dm^pdxdydz ; si nous substituons 
et que nous effacions le facteur commun dxdyd:, nous ob- 
tenons linulement ; 



On raisonnera de la même manière pour chacun des deux 
autres axes ; et, en désignant respectivement par q et r les 
pressions sur Macf et sur Madb, on aura les deux relations : 


dq 

dy 


= pY. 



Remarquons que jusqu'ici nous n’avons pas complètement 
exprimé (pie nous avons affaire à un fluide. A la vérité nous 
avons bien écrit que les pressions produites sur les faces du pa- 
rallélipipède leur étaient normales ; mais ces pressions pour- 
raient être détermimies par des circonstances quelconques; 
on pourrait supposer, par exemple, ipie les parallélipip(;d^ 
sont autant de petits solides, placés les uns contre les autres, 
et qu’ils se transmettent conséquemment en ligne droite les 
actions, parallèles aux axes, des forces qiiisollicitcnt chacun 
d’eux. Le caractère de la fluidité, c’est que les pressions p, 
g, ?•, an lieu de coexister autour d’un même point M, sans 
relation nécessaire entre elles, sont assujetties :i se trouver 
parfaitement égales, en vertu de la loi spéciale des fluides. 

14 . 
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Donc les Uûis cqiiaiions cUtcssus, appropriées acUtelleinent 
à IVial (Je fluiililc, suiil les suivantes : 


(R) 


*!ÿ — r\ 
dx f * 


Telles sont les conditions gé-néi ales auxquelles doil satis- 
faire lin lliiide quelconque pour demeurer en équilibre sous 
l’action des forces qui le sollicitent. 

271. — licmarqne. Lorsqu’il s’agit d’un fluide élasti- 
que, il faut joindre aux relations ci-dessus une (pialriènie 
équation spéciale, puisque, dans les ga/, la densiié- <‘t la 
pression en chaque point sont proporlionnelles l’une à l’au- 
tre; en supposant, bien entendu, (|ue la li‘nip(‘ralnre ne va- 
rie pas dans toute l'étendue du fluide. Donc, indépendain ■ 
inent de toute antre considération, un doit avoir : 

{b) 

k l'-iant une constanti'. 

On ne serait donc pas assure; que l’équilibre existe dans 
un gaz, si l’on savait seuleiiieiit (jiie les trois (■quations (K) 
sont satisfaites, il faut ll(■cessairelllellt qu’il en soit de niéine 
de la rt;latioii (A)- 

Au contraire, dans les fluides incompressibles, lioniogènes 
ou hétérogènes, il ii’y a aucune (•(|iiation de ce genre dont 
ou doive tenir compte, puisque la densité est absolument in- 
dépendante de la pression. Lorsqu’elle varie d’un point ;i un 
autre de la niasse, c’est-à-dire lorsqin; le fluide est h('■léro- 
gèiie, ce. pliéiiüinène tient à la nature inéine du corjis et nul- 
lement aux pressions aux(iiielles il est suiiniis. 
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272. — Ajoiilons (‘liscmhic l(>s Irois (-qiialions (F.), après 
les avoir respectivement multipliées par dr, dy, dz. Il vient : 

I.e premier membre représente la (lidérentielle totale de />, 
prise par rapport aux ti ois vai iables indépendantes x, y, V; 
on lient la désigner simplement pai- dp, d’après le senseon- 
veiiii des notations analytiques. L’équation s’écrit donc : 

(e) dp— + \ dy -f- Z dz) , 

et nous verrons au numéro suivant qu’elle donne lieu à des 
interprétations très-intéressantes. 

Pour le moment, remanpions ([ue, p étant une fonction 
des trois coordonnées, il s’ensuit que ou Vf/y-H 

Zr/î) doit être la difTéreutielIc exacl(‘ d’une fonction de trois 
variables indi'qiendantes x, y, z. Hécipro(|ucment, quand 
cette condition sera remplie, les ti'ois équations' (E) de 
l’équilibre seront satisfaites, puiscpi’en formant les dérivées 
partielles de cette fonction, d'abord pour x, puis pour y et 
enfin pour z, on trouvera pour les valeurs de ces dérivées 
les quantités pX, pY et pZ; ce qui établit précisément les 
('•quations (E). 

Pour obtenir la valeur de la pression en un point quelcon- 
que, il sullira de connaître la loi de variation de la densité 
du fluide ainsi que la loi des forces qui sollicitent directe- 
ment ses molécules. En substituant dans l’équation (e), on 
foi'mcra une fonction dont l’intégrale totale fournira la pres- 
sion cherchée. 

273. — Surfaces de niveau, surface libre. On nomme 
surface de niveau d’un fluide l’ensemble des points de ce 
fluide où la pression a la même valeur. 

11 est facile de voir que dans une masse en (‘qiiilibre il y a 
toujours une inlinité de surfaces dé niveau. 
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D’après la dcfiiiition, les points appartenant à une telle 
surlace seront caractérisés par celte propriété que la diffé- 
rentielle dp soit nulle en passant de l’un de ces points à un 
autre. On devra donc avoir 

(1) O (Xdx -f- Yrfy -I- Z r/î) . 

Pour satisfaire à cette condition, ou ne peut pas supposer 
que P soit égal à zéro : car alors le lliiide cesserait d’exister; 
il faut donc qu’on ail la relation 

( 2 ) Xdx+^dy + 'Ldz=o. 

Si l’on se reporte aux n ’ 87 cl 144 de la Mécanique géné- 
rale, on verra (pie la plupart des foi ces naturelles s’exercent 
suivant des lois telles ipie la i|uanlilé \dr -{-'S dy -\-J.dz est 
la différentielle exacte d’une fonction de x, y, z, considérées 
comme variables indépendantes ; de sorte que, si y, x) 
représente celle fonction, on a 

• dep (x, y, z) = X (ir -I- Y dy -f- Zdz. 

Il résulte de là 

(3) <^(x, y, z)=C. 

C étant une constante arbitraire. 

Celte ('(pialion (.3) représente précisément une surface de 
niveau quelconque. En effet, si on assigne à C une certaine, 
valeur, on obtiendra une surface correspondante, qui satis- 
fera à la (aindilion que tous les points qui lui appartiennent 
jouissent de la même pression, puisque l’équation (1) est 
alors identiquement vérifitie. 

En donnant à C autant de valeurs diffi'-rentcs cpi’on le vou- 
dra, on obtiendra toutes les surfaces de niveau possibles ; et, 
comme chaque valeur de C correspond à un point du lluide 
arbitrairement choisi, il s’ensuit que, pour chaque point, on 
peut tracer une surface de niveau, et que celle surface est la 
seule qui passe par ce même point. 
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Ce résullut donne le motif de lu dénomination adoptée en 
mécanique générale pour les surfaces qui correspondent à 
des vitesses égales du mobile. On voit j;n effet que ces sur- 
faces sont d('-lerminées parla même équation c/ {x,y,z)~C 
qui, dans rétpiilibre des fluides, fait eouuaitre les lieux des 
points pour lesquels la pression est conslaule. Or, dans le 
cas particulier où les forces se réduiseul à la itesaiiieur, les 
surfaces d(; niveau du lliiide devieuneiU des plans hori/.ou- 
tanx, vulgairement appelés j>/au* de tiirrau. Il est donc 
naturel d’étendre, par analogie, celle dénomination aux sur- 
faces de niveau eu géii(''rnl, et par suite aux surfaces qui cor- 
respondent à la même vili'sse du mobile. 

Cne autre const'upience, également démontrée dans le n" 87 
précité, trouve ici son application ; c’est que la direction de 
la force X, Y, Z est eu c.lia(|ue point nornialc à la surface du 
niveau qui passe par ce point : d’où résulte (|ue, si toutes ces 
forces X, Y, Z sont parallèles, — ainsi que cela a lieu dans 
le cas où la pesanteur agit seule, — les surfaces de niveau 
sont planes et perpendiculaires à la direction commune des 
forces. 

La surface libre d’un fluide, c’est-à-dire la surface i|ui le 
limite, est nécessairement une surface de niveau, si l’on sup- 
pose que la pression est nulle ou constante sur tous les 
points extérieurs : car, dans l’iiii et l’autre cas, dp est égal 
à zéro., et par suite on retombe sur toutes les déductions 
précédentes. Ainsi , lorsque la surface libre d'un Iluide est ♦ 

soustraite à toute pression extérieure, ou (jue cette pression, 
rapportée à l’unité de superficie, est conslaule, on est assuré 
que, si lefluitle est en é(iuilib| e, la i i'-sullaiite totale des ac- 
tions qui sollicitent chaque molécule est normale à la sur- 
face libre. .Cest ce qui se réalise, par exemple, pour les eaux 
tranquilles , c’est-à-dire soumises à la pression de l’atmos- 
phère non agitée et à la gravité. L’almosplière exerce une 
pression sensiblement constante ; et, quant à la gravité, elle 
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n’u pas, il est viui, une direcliüii cunsiaiile puur des nappes 
d'eau tres-étendnes, mais elle saiisl'ait toujours rigoureuse- 
nient à lacondilion dcrendi'e la quantité Xrfx-i- Yrfy-|-Z</z 
dilTcrenticlle exacte d’une fonction des coordonnées. C’est 
pourquoi on délinit souvent la rei /icale, qui n’est antre que 
la direction de la pesanteur, une perpendiculaire à la *ur- 
face de» eaux tranquille». 

Remarque. — Dans les fluides élastiques, on ne peut 
jamais supposer une pression nulle à la surface, puisi|uc la 
densité est proportionnelle à la pression. Il faut donc qu’une 
certaine jiression extérieure agisse toujours sur la surface 
des gaz, et c’est pourquoi ils doivent être contenus dans des 
enveloppes fermées de toutes parts , sinon ils s’épanclient 
par roriflcc quelconque laissé ouvert, et disparaissent dans 
l’espace. 

tlh . — Pre»»ion» et demité» aux différent* point* du 
fluide. La valeur de la pression, en un point quelconque, 
est toujours facile à obtenir , d’après les considérations qui 
piécèdent. En effet, si l’on désigne abréviativement par 
la diirérentielle totale exacte de la fonction (ar, y, î), on a : 

(/i) dp = , 

d’oii en intégrant ; 

p = k-\- j ; 

k étant une constante qu’on déterminera d’après la condi- 
tion qu’en un point cOnnu la pression possède une certaine 
valeur assignée a priori. Nous avons déjà remarqm; que, 
P devant être une certaine fonction des coordonnées , dans 
l étal d’équilibre, il en résulte que pi/cf est une difTéreiilielle 
exacte. Or, pour que celle dernière condition soit satisfaite, 
il Tant ncccssaireiucnl que p soit une (|uunülé constante ou 
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une foiiclioii de C'est ce t]u'on déiiiuiitre duiis le calcul in* 
tëgrul. Dune on aura à la fuis 

(5) f = A?) . 

d'où l’on conclut réciproqucinent 
(6) '? = A(p)> 

c'esl'à'diie que la pression est une fonction de la densité. ' 
Il en résulte que sur toute retendue^ d'une môme surface 
de niveau, où la pression est constante, la densité doit ètr« 
constante également, quelle que soit la nature du fluide con- 
sidéré ; et que, si la pression varie d'une surface de niveau à 
l'autre, la densité varie egalement, à moins que le fluide ne 
soit incompressiblé et homogène : car, dans ce dernier cas, 
P est constant a priori , et cette constance permet néan- 
moins que P suit une dilTércntielle exacte , puisqu’alers 
/' = * + p?- 

Conxeqiience*. 

1“ Liquide» homogène». — La densité est une quantité 
constante, assignée a priori, et qui ne peut varier sous l’in- 

fluencc des pressions. L’intégrale J prfcf se réduit à p'f ; et 

par suite 

(7) + pcj.. 

La valeur de h est déterminée , comme nous avons dit, 
par la condition que la pression est connue pour un certain 
point ; suit P, celte pression particulière, et ç, lu valeur que 
prend la fonction o lorsqu’ou y remplace x, y, z pur les 
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coordonnées spéciales y„ r, de ce point, on doit'avoir : 
Pt = k + p'^, , 

d’où 

(8) +’p(cf — -Y,). 

On obtieiiüru ainsi la pression p en un point ()iielconque, en 
donnant à la fonction la valeur qui correspond aux coor- 
données du |)oint considéré. 

2° Liquider hétérogène» . — ifa densité est encore indé- 
pendante de la pression , et ne varie (pie suivant la nature 
du liquide. La loi de ces variations peut d'ailleurs ('tre abso- 
lument qiielcoiKpie , puisqu’elle n’influe pas sur l’i-quilibre. 
Tout ce qu’on est en droit de conclure , c’est que le liquide 
se trouve décomposé en tranches de niveau successives, dont 
la densité varie en passant de l’une à l’aptre , mais demeure 
constante dans rétenduc de chacune d’elles. On sait aussi 
que la superposition de ces courbes a lieu de telle sorte que 
les plus denses soient les plus voisines des centres d’où éma- 
nent les forces qui les sollicitent. On a démontré en effet 
dans la mécanique générale (n° lfi9) que la stabilité de l’é- 
quilibre d’un groupe (|uclcouque de corps pesants exige <pie 
le centre de gravité du systfime soit situé le plus bas pos- 
sible, c’est-à-dire le plus près possible du centre d’attraction. 

3° Gaz homogène». — On connaît immédiatement la loi 
gui existe entre la pression et la densité, puisque, abstrac- 
tion faite de la température, on a /> = /rp, k étant une cons- 
tante cpii dépend de la nature du gaz considéré, et qui est 
détcrmin(‘e a priori par des exp(’-riences directes. Cette 
nouvelle relation permet de trouver la forme des fonctions 
qui expriment respectivement p et p au moyen de tj. En 
effet, en divisant la relation générale, commune à tous les 

fluides dp= prf<Y 

par la relation spéciale aux gaz homogènes 
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on en déduit 


(9) 


dp d<^ 

7“T ’ 


équation immédiatement intégrable , et qui donne l’expres- 
sion logarithmique 

V f 

(10) p= Ce * , P = , 


e étant, eomnie on sait, In base des logarithnn'S n(■p<■l'ien$, 
et C une eertaiiie ([uantilé constante , qui se (Iclerniinera 
d’après 1a pression conunc />, qui a lieu en un certain point 
poiii' lequel la runctiou prend une certaine valeur On a 
donc 


P, = Cc , 

et par suite, en divisant la relation (10) par celle dernière, 
il vient 


(H) 



en même temps que 


( 12 ) 



(?— Ÿ,) 


Si l’on veut tenir compte de la température, et que celle-ci 
ne suit pus la même aux düTérents points du tlnide, k ne 
sera plus une (|uantité constante, mais bien une certaine 
fbuctiou variable avec la température. Mais, coilime la con- 
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ciilion g»-iiLTa1c dVquilibn* ap=fjd'^ cxiblc toujours, il s’en- 
suit que les éqiiutioiis (5) et (6) ii’eii ont pas moins lien : 
donc on eontiiiitera à espi imer lu pression en ronctioii de la 
densité. Mais, celle-ci étant, par hypothèse, fonction de la 
température, la pression en dépendra également. .Ainsi la 
température et la pression demeureront constantes ensemble 
et varieront ensemble d’une région à l’autre du fluide. On en 
peut conclure que, si l'équilibre existe, la température sera 
la même à tous les points d’une même couche de niveau , 
puisque la pression y est la même en effet. D'après cela, 
dans notre atmosphère, on la température varie avec la 
hauteur, on voit que l'équilibre ne peut avoir lieu que si 
l’atmosphère est formée de couches de niveau isothermes ; 
lesdites couches de niveau devant d’ailleurs être concentri- 
ques et sphériques, d’après la loi de variation des pressions, 
ür, c(“s couches ne sont pas ri'ellemeut isothermes, parce 
(|ue le soleil échaiilTe inégalemeut les diflérents points du 
globe et par suite l’air qui renvironne. L’équilibre n’existe 
donc pas , et c’est ^lour ce motif qu’on doit observer dans 
l’atmosphère des mouvements incessants qui, à défaut d’au- 
tres causes, sufliraient pour engendrer des vents réguliers 
et accidentels. 

U’ Gaz héie'fogèneg. — Enfin, quand la masse fluide est 
hétérogène, c’est-à-dire composée de plusieurs gaz, dilfé- 
rents, il faut, pour l’équilibre, que ces gaz soient superpo- 
sés suivant des couches de niveau, et que les plus densc's 
soient les plus rapprochées des centres d’actions ; absolu- 
ment comme dans les liquides. Mais celte disposition fait 
place, dans la nature, à une autre beaucoup plus stable. Les 
gaz ne se superposent pas, mais ils se mélangent intime- 
ment, de façon à former à la longue un sepl et même fluide 
homogène. Cette pénétration mutuelle est due à clçs cause's 
qui ne sont pas du ressort de la mécanique. Il nous suflil de 
remarquer qu’une fois l’homogénéité établie, la loi des près- 
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sioiis et des densités s’établit conformément à ce que nous 
avons YM plus haut. 

Acliiellemeiit, nous appliquerons la théorie générale de 
l’équilibre des fluides aux cas particuliers suivants, qui sont 
les plus iiuporlauls dans la nature : 

1° Kquilibre d’un liquide soumis seulement à la pesan- 
teur; 

2° Kquilibre d’un gu/ soumis aussi à la seule pesanteur. 


Équilibre des liquides pesants. 


27.5. — Considérons un liquide homogène qui n’est solli- 
eil(- que par la gravité*, et sur la surface siipé*i ieure duquel 
s’exerce la pression constante de ratmosplière. 

Supposons c<; liquide renfermé dans un vase, dont le fond 



S C DS 


Fig. TO. 

faces doiveul êtreiioi nialesà la 


i-epose sur un plan hori/on- 
tal SS ; et soit Il la sui f:u;e 
libre du fluide. 

Il est immédialemeiit vi- 
sible que toutes les surfaces 
de niveau sont d(*s plans ho- 
ri/üutaux , puisque ces sur- 
direction de la pesanteur. La 


sui’face libre est donc un plan hori/outal, et le fond du vase 


est une surface de niveau. 


Nous choisirons poui* pian des la surface libre du li- 
quide, et pour axe des z positifs une droite verticale menée 
au-dessous d(! ce plan ; de sorte que les z positifs soient 
comptés de haut eu bas, et ipie |>ar suite la pesaut(*ur, (|ui 
agit dans le uu''lne sens, ligure dans les formules avec le 
signe /)///.». 

Un obtiendra satis peine la pression, i appelée à l’unité de. 
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en reprcsç-iitant par a !(; nombre irunités de superficie de la 
base C D. 

376. — Ce rcsullâl t'urt simple, dont lu démonstration 
semble prcscpie superflue, est pouriant éminemment remar- 
quable, en ce qu'il nous montre que lu pression sur le fond 
est imb-peuduiite de lu l'ornie du vase, et pur conséquent de 
la niasse totale du liquide qu'il peut contenir; mais qu'elle 
est in variablement égale au poids d'une colonne de liquide, 
ayant pour base le fond même du vase, et pour liauteur celle 
du liquide. D'où il suit que pour des vases de rormes et de 
contenances très-diverses, (|ui iraient en s’élargissant ou en 
se rétrécissant vei’s le haut , et qui seraient remplis de li- 
quide à la même hauteur, le fond serait exactement pressé 
de la même manière que s'il s'agissait d'un cylindre vertical. 
C'est ce que vérifie l'expérience ; et l'on a pu observer, par 
exemple, qu’en surmoiitanl une enveloppe rermée, pleine de 
liquide, d’une simple paille creuse de grande hauteur et dc^ 
bouchant dans rcnveloppe , ou déterminait la rupture de 
cette dernière en remplissant la paille jusqu’;'i un niveau 
convenable. 

Cette pression ne doit pas être confondue avec le poids 
même du liquide. Ces deux effets ne sont'identiques que * 
lorsque le vase a efl'eclivemeul la forme d’un cylindre à pa- 
rois parfaitement verticales. Dans tous les autres cas, la 
pression diffère du poids, et est plus grande ou plus petite 
que ce dernier, selon que le volume du fluide est, par suite 
de la forme du vase, inférieur ou supérieur au volume du 
cylindre dont nous parlons. On s'en rend compte .sans peine, 
car le poids, ou la force nécessaire pour empêchei' la masse 
fluide de tomber vei-s la terre, est évidemment égal à la 
résultante générale de toutes les pressions que le fluide 
exerce sur les parois qui le coiilieinieni. T.oi'que le vase est, 
par exemple, un vase droit, on com.’oil bien qmr les pres- 
sions latérales s’équilibrent comme symétriques; et, puis- 
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qu’il n’y a pas de pression sur le haut, il ne reste pins que la 
pression sur le fond, la(|Uell(‘ se trouve exactement égale au 
poids du fluide, ainsi que nous l’avons reconnu par le ctdcul 
tout à l'heure. Mais si le vase se rétrécit par le haut, c’est-à- 
dire si les parois sont obliques, une partie des pressions 
exercées sur le fond est équilibrée par les composantes ver- 
ticales, dirigées toutes de bas en liant, que roumissent les 
pressions de ces parois obliques ; de sorte que le poids, qui 
n’est que la résultante finale de l’ensemble, est moindre que 
la somme des pressions du fond,j)iises isolément. Au con- 
traire, si le vase s’élargit, les composantes verticales fournies 
par les pressions obliques sont dirigées de haut en bas, et 
Viennent s’ajouter à celles qui ont lieu sur le fond; si bien 
que le poids surpasse ces dernières, prises isolément. En un 
mot, suivant la forme du vase, il y a toujours une certaine 
quantité de pressions de sens contraires ou de même sens, 
fournies par les parois, qui se retranchent ou s’ajoutent aux 
pressions sur le fond, pour former le poids observé du li- 
quide. 

Il parait inutile d’ajouter que tout ce que nous venons de 
dire relativement à la pression du fond s’applique intégrale- 
ment à un plan de niveau mené :i une hauteur quelconque 
dans le liquide. » 

..277. — FluIdcK luélaniçéK. Si l’on verse dans un même 
vase des fluides d'inegales depsiiés, nous savons qu’ils se su- 
perposeront selon l’ordre décroissant des densités, et que 
toutes les surfaces de séparation serontdes plans horizontaux. 

Théoriquement, l’équilibre peut encore exister si les cou- 
ches de niveau se superposent dans l’ordre croissant des 
densités; car la position la plus basse possible du centre de 
gravité n’est point indispensable ( 11 ° là9). Seulement, dans 
ce cas, l’équilibre est tout à fait instable, et le moindre ébran- 
lement siillil pour le ronqire. C’est pourquoi , lorsqu'on 
verse, avi-c de graniles précautions, un liipiide plus lourd 
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aii-(l('S8iis d’un aiiirc, on roconiniîi fjiio la plus lôjîfrp so- 
roiisso doniKH' au vase ti'oultle ci'Mi- ilisposilion artiricîi'llc. 

( liiaul à la prossion sui- un plan liorizdntal nicnô dans la 
masse, des liquides superposés, il est facile de nidntrer, 
d’après li?s formules préeédenles, qu’elle est ég:d(; au poids 
d'une colonne ayant pour hase la s<'Ction hori/.oiitale coiisi- 
d<Tée, et eoniposée de tranches siiceessives <Ies divers li- 
qtiides, ayant jmiir épaisseurs celles (pi’il.s possèdent effetdi- 
veineni dans le vase. Kn d’autres termes, on peut dir(‘ <pie 
relie pression est égale au poids des divers liquides inter- 
ceptés dans le vase par le cylindre vertical placé sur le plan 
en question. 

■■'luidos lirtoro^ènrs. — Les consétpieiices qu’on vient 
de formuler, ayant lieu «piel que soit le nombre des Iluides 
superposés et quelles que soient lesé|iaisscursdestianclies, 
doivent s’applicpier encore à la limite, c’est-à-<lire lorsqu’il 
s’agit d’un seul llnidc hétérogène. On voit (pie la densité est 
constante sur un même plan hori/onlal, et variable d’un 
plan è l’autre. Quant à la pression, elle est égale à 



et il sullira de connaître la loi de variation de la densité en 
fonction de la profondeur. 

Si la pesanteur elle-mi'mc variait d’une tranche à l’autre, 
— ce cpii aurait lieu pour des points très-inégalement dis- 
tants du centre de la terre, — il faudrait faire entrer (/ sous 
le signe de l’intégration, et connaître la loi suivant laipielle 
la pesanteur varie avec la distance. 

Quand on considère des siirlbces liquides tiès-i'-tendues, 
comme celles des mers, les surfaces de niveau ne sont plus 
planes, puisque la pesanteur n’a pas la même direction pour 
tous les points; mais ces surfaces, n’en étant pas moins nor- 
males, en chaque point, à la direction de la gravité, ont nno 
II. 15 
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forme uès-scusibleoicot bphériquc, — si 
couiplc, bien cnleiidu, do la l'oialion du globe et 
autres circonstances. — Lu pression dévulo|ipëc eu un point 
quelconque de ces couches croit d'une manière sensibleiapM 
proportionnelle à lu profundeur, en sorte que, pour 
points situes à plusieurs kiloinètres au-dessous dolasurfiieo 
libre, la pression est égale à plusieurs ccntaiite^ de 
celle de l’atmosphère. Sous îles forces aussi énormes, Ico 
eaux sont néccssaiieineut conipriinées de manière à ce que 
la densité ne puisse pas être envisagée comme constante. v| 

Mais des changements bien plus importants encore peu- 
vent être déterminés par ces mêmes causes : il est possible, 
par exemple, que la lui de transmission ne se vérifie plus et 
que les liquides perdent en partie leur fluidité. Dans ce cas, 
les lois de l’équilibre nous échappent, et nous n’avons plus 
que des approximations incertaines. 

Remarque. — Tout ce que nous venons de dire au sujet 
de la pression, rapportée à l’unité de surface, qui s’exerce 
sur un pian horizontal mené dans le liquide, s’applique évi- 
demment un plan a\ant une direction quelconque, puis- 
qu’on sait que, autoui' d’un point, la pression est la même 
dans tous les sens. La seule chose qui différencie la pression 
sur un plan oblique de celle qui a lieu sur un plan horizon- 
tal, .c’est que, pour le pi'emier, la pression varie d’un point 
à un antre, tandis qu’elle est constante pour le second. Cela 
tiaiit à ce que les divers points du plan oblique, n’étant pas 
à la même profondeur dans le liquide, correspondent à des 
plans de niveau diflérents. La lucssion n’y peut donc être 
constante que le long d’une meme ligne horizonUile tracée 
dans ce plan oblique. Il faut donc concevoir ce dernier 
‘^naie ^‘composé en une infinité de petites bandes horis 
zoutales,pour chacune desquelles la pression est conslaulo 
et ^ale à celle qui a lieu sur toute lu couche de niveau cor-: 
renmdante. Nous reviendrons plus tard sur ce point, quim^ 
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4( t'agira d’oppiMicier la pression totale produite sur une sur- 
ftce «quelconque plongée dans lu li(|uidc. « 

n278. — Vases communiquants. Nous considérerons 
d’abord un liquide homogène, ccnlenu à la fois dans deux 
vases qui communiquent ensemble par leur partie inférieure. 

Ï1 est visible, sans démonstration spéciale, que les sur- 
faces libres du liquide dans les deux vases seront siitices sur 
un même jilan horizontal. En effet, cés vases communiquant 
ensemble n'en constituent en réaliU’ (pi’iin seul, d'une foi uic 
particulière. Mais l'on sait (pie la pression exercée sur une 
surface de niveau ne di'-peinl en aucune sorte d(‘ la forme du 
vase. Donc, un même plan horizontal, mem- à volonté dans 
le liquide, est également |ircssé, dans un vase et dans l'autre, 
par le fluide superposé; ce qui exige nr-cessairement ipie la 
hauteur du liquide au-dessus de ce plan soit iiartout la même. 

Actuellement imaginons «pie dansrun des vases on verso, 
au-dessus de la surface libre, un nouveau liipiide, d»? den- 
sité quelconque p, et qui occupe une bauteiii' h. Il produira 
sur cette surface libre une pression égale à pc/A, par chaque 
unité de superficie. Mais, en vertu de la loi de transmission, 
cette pression se propagera intégralement dans toute la masse 
du fluide, et eu particulier sur la surface libre de l’antre 
vase, où elle s’exercc-ra do bas en haut. Pour que l’équilibre 
général ne soit pas li-oublé, il faudra que, dans ce second 
vase, ladite pression additionnelle soit neutralisée-, ce qui 
pourra avoir lien, soit en recouvrant la surface libre d’um! 
paroi fixe horizontale, soit en superposant une (piantité de 
liquide susceptible de produire exactement la même pression 
p(//i, par uiiilt- suiierlicielle. Si donc on se sert d'un liquide 
différent, de densité p', il faudra que la hauteur A' soit telle 
que la pression p'</'A' qu’il engendre soit égale à pjrA; d’où 
l'on déduit la relation simple ; 

pA = p'A' , ou A : A' : : p' : p ; 

15 . 
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C’esl ce qu'on (•iioiicc ordiiiaiicincnl en disant qno, lorsque 
doux rninidi’s dilT(‘iTnls sc font (''qiiilihrc dans des vases eom- 
inimi(|uaiils, leurs hauteurs respectives sont en raison in- 
verse des densilt-s. 

Vu tel éqiiililire est, de sa nature, éinineininent instable, 
en ee sens (pie, le liipiide le plus dense leudanl toujours à 
gagner le fond du vase, réchange se rera à la lotigue dans 
les deux vases, de telle sorte que dans riin et dans rature 
on finira par avoir deux li(piid(‘s à la fois, superposés dans 
l’ordre décroissant des densités, et ayant leitrs surfaces de 
S(‘parutiun dans le inétne plan hori/.ontal. Pour conserver le 
premier ('•quilihre, il sera nécessaire de s’ü[iposer à ce mé- 
lange par un moyeti qnelcompie, soit avec un diaphragme, 
moliile dans le canal de commiinication et le lérmaul exac- 
tement, soit en rendant la section de ce canal assez petite 
pour (pie le double mouvement des liquides ne s’y produise 
plus. On a reconnu, en effet, dans la pratique, (]u’au-dessoiis 
de cei'taines limites de grandeur le mélange ne s’effectue plus ; 
et, de là, l’origine des tubes dits cajiillaires , dont on fait 
usage dans un grand nombre d’instruments de physique, où 
il s’agit précisiunenl d’empf-cher le mélange des fluides en 
commuiiication. Toutefois, cet obstacle n’est jamais absolu, 
et est d’autant moins elfieace que la différence des densités 
est plus considérable. 


l^rcKsioiiK exerrers par un liquide sur une surface 
quelconque. 


279. — IVoiis avons déjà vu, dans la remarque du ir 277, 
que la pression produite par un liquide sur un élément su- 
perficiel reste la même, (pielle (|tie soit la direetion de eel 
('■léinent, pourvu rpie sa distance à la surface libre ne change 
pas. An moyen de ce ihéoième, nous allons calculer la valeur 
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d(! I:i pression tolale ipii s’exerce sur niie sm l'nce linie (|uel- 
compie. 

1“ — Surfaceii plitnes. La pression produite par un li- 
(piide lioinogèite sur un plan est ('gale au poids d'un prisme 
de ce licpiide, tpii aurait pour hase la surface plane consi - 
di'rée et pour hauteur la distance de son centre de gravite à 
la surface libre du liquide. — D’où r('■sldle ipie cette pres- 
sion deiuenre la nicine (pielle que soit la position du plan, 
pourvu (pie lecmitrede gravit»' reste à la nicine hauteur. 

En elîet , soit oj un éh'inent (pielcoiuiue de la figuie 
plane considi'n'e, p la pression, ra|)|jorti'e à runité de sur- 
faire, qui s’exerce sur cet élénieiit, r sa distance au niveau 
du licpiide, et p la densitt' de ce dernier. La pression ^•l(■- 
luentaireyio) sera ex|)riinée par pÿJ»»). Pour avoir la pression 
totale de la ligure plane, il faudra juendre l'inU'grale de 
pÿioj, étendue à tous les éh'inents de cette ligure, c'est-à- * 
dire l'intégrale de zie seulement , puisque </p est une ipiaii- 
tité constante, ür, l'intégrale de roi est prt'cisément celle 
qu’on doit former (piami on veut trouver le mvmctil de tous 
les éléments de la surface par l'apport à un même pian, i|ii i 
est ici le plan de niveau. On sait, d'après la tlu'orie des ceii - 
1res de gravité, cpie celte quantité est égale à l'étemiiie tic ia 
surface, multipliée par la distance du centre de gravité aa 
nuiine plan '|n“ 185). Donc, si Pou désigne par \ la surface 
en qiieslioii, et par 7, la distance de sou centre de gravit 
au plan de niveau, l’intégrale ci-dessus sera égale à Ar,; cl, 
par suite, la pression totale cliercliée aura pour expression ; 

H = pÿA..', , 

ce (pli est justement le tliéorènie énoncé. 

liewanine. — On ne doit pas confondre le centre de gra- 
vité avec le point d’application de la n''suliaiite des pres- 
sions (pii s’exercent sur tous les éh'inents du plan coieidéré. 
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Ces deux points ne coïncident pas entre eux. 
centre de gravité satisfait à la condition d’être le centre âei 
force» -pamUèles), c’est-à-dire le point d’application delà 
résultante de forces qui s’exerceraient avec une égale inten- 
sité et suivant la mémo direction sur chaque clément égal de 
la surface. Au contraire, le second point dont nous parlons,' 
que nous nommerons centre de j>re»sion, se déterminerait 
en cherchant la résultante de forces, parallèles comme pré- 
cédemment, mais inégales pour des éléments égaux de sur- 
face, puisque ceux-ci sont à des profondeurs différentes dans 
le li(iuide. Le centre de gravité cl le centre de pression ne 
coïncideraient que si les pressions partielles avaient toutes 
la même valeur, circonstance qui ii’a lieu que dans le cas 
très-particulier oit le plan considéré est horizontal, comme, 
par exemple, pour le fond du vase. 

2° — Surfaces courhes. Lorstpic la surface n’est pas 
plane, on ne jjcut plus évidemment, pour obtenir la pres- 
sion totale, prendre l’intégrale de p<7?(o, étendue à tous les 
points de la surface. Car les pressions élémentaires cessent 
d’èlrc parallèles, pour demeurer respectivement normales 
aux éléments sur les<piels elles s’exercent. La méthode gé*- 
nérale consiste à décomposer chaque ))ression suivant les 
trois axes de coordonnées, et à former ensuite les intégrales 
correspondant à ces trois séries de composantes. De la sorte, 
on obtient trois ré.sUllantes parallèles aux axes, dont les 
points d’application respectifs dépendent de la forme de la 
surface, et qui ne coïncident pas entre eux. Les pressions 
ne sont donc pas réductibles à une force unique; on peut les 
ramener seidement au système de deux forces, ou, ce (pti 
revient au même, au système d’une force uniipie et d’un 
coiq)lc. D’après cela, nue portion courbe quelconque d’une 
paroi, ou celte paroi courbe tout entière, éprouve à la fois 
une poussée et une torsion. Si les effets n’en sont pas rendus 
visibles, c’est parce (pie les deux efforts sont neulralisés par 
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la joaciion de celle surface avec les anlres parties de l’en- 
vdoppe. 

Les pressions ne se rédiiisonlà une force unir|uc que lor^ 
qu’il s’agil de la surface entière d'un corps plongé dans le 
liquide. Dans ce cas, la résultante est toujours verticale, 
("est ce (|ui fera l'objet du paragraphe suivant. 


Pressions exercées snr un corps solidie plongé ilnns 
nn liquide. 

TlIÉOnÈME D’.vnCHIJIÈDE. 

280. — Considt'i’ons un corps entièrement plongé dans 
un liquide. Kn chaque point de la surface du coi-ps, le li- 
quide exerce une pression nonnale, dont l’inlensité est pré- 
cisément celle de la pression en tous sens qui a lieu en ce 
point même du fluide. 

Imaginons que toutes les pressions, produites sur les di- 
vere éléments superficiels du corps, soient décomposées pa- 
rallèlement à trois axes de coordonnées rectangulaires, dont 
l’un est, selon l’usage, choisi vertical. 

Le fluide est sollicité seulement par la pesanteur. Nous 
allons prouver que toutes les composantes parallèles aux 
axes des x et des se déiruisenl deux à deux, et que le sys- 
tème des autres composantes, exclusivement verticales, 
donne une résultante unique, qui n’csl jamais nulle, et qui 
a la direction commune de la pesanteur. 

Prenons un point quelconque de. la surface du solide, et dé- 
composons parallèlement aux axes la pression qui s'exerce 
snr l'élément superficiel du corps. On pourra toujours trou- 
ver sur le contour du solide un autre élément dont la pres- 
sion fournisse, suivant l’axe des .r, une. composante égale 
cl directement opposée à celle qui provient du premier élé- 
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ineiil. Eu effet, la composaiile due au premier éléineuirlioisi 
est (iviileiuiueut ('gale à la pression, rappoi'li'e à ruuili' de 
surface, (jui a lieu eu ce poiul du fluide, luoltipliée |)ar la 
projecliuii de IV-léiucut sur le plan des y:, ür, si, (lar I elt'- 
mciit eu qiK.'sliou, nous meiious une parallèle à l'a\e des r, 
celle droite ira i-ercer le solide eu uu second point, el y d(‘- 
terminera iiu uoiivel (‘leuieiit <pii aura, sur le plan des yz, 
la nt(*nie projection (pie le preuiiei' ; car tous deux |)ourroui 
('•Ire cousidiMvs coiniiie des sections faites dans uu iii(''iue cy- 
lindre iuliimuent uiiiiee, (pii est pei'ix'iidiciilaire au plan 
des yz. La composante, suivant l’axe des x, de la pression 
exercè'c sui' ce second élément , sera pareillemeiil (‘gal(‘ à 
ladite projection, multipliée par la pression du Iluide eu ce 
point. Ur, la pression est la luèiiie (|iie tout à l'Iieure, puis- 
que l('s deux points sont sitmis sur une même liori/oulaie,el 
par suite sont à une même profoudeur dans le liquide. Moue 
les deux composantes sont numériqueiueul (‘gales. D’ail- 
leurs, elles agissent eu sens inverses, juiistpie, les pressions 
s’exei(;anl toutes deux iioi lualeinent à la surface du corps, 
el de deliors en dedans, il est visible que, si I'uik! des eoiU|>o- 
saiiles pousse de la gauclu; vers la droite, raiilre pou.ssera d(î 
la droite vers la gauche. Doue leurs elVels se délrui.seiil , 
puisque le corps est supposé solide. Ou ferait exactement h; 
même raisonueiueiil pour l'axe des y, eu menaiit, par le 
premier point choisi, une parallèle à cet axe, et ou recou- 
uaitrail (pie celle stîcoude série de eoinposaules se ri'duit à 
zéro. 

Il ne reste doue plus (pie les coiiqiosaules verticales. Or, le 
fond lui'une de notre argumeutatiou montre (pie ces coiiipo- 
saiilesnese di'lniiseul |>as ; car nous nous soiuiues appuyé 
sur ce ipie les dinix points du corps, d(''terniiués par une parai - 
lele a l’axc des x, ou par une parallèle à l’axe des y, sont à la 
iiièiue profondeur dans liipiide. .Mais si nous voulons d(der- 
miiiei cueurc deux nouveaux points, par une parallèle a l’axe 
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des ils ne seront pins à lu même prulundeur, et pur suite ne 
subiront pas les mêmes pressions. Donc les eomposantes vei - 
tieules des pressions ne s'entre-détruiront pas. 1 1 ressort même 
de là que ces deux composantes, (|ui agissent, comme précé- 
dimiment, en sens contraires l'nne de l'antre, ont nue résul- 
tante (‘gale à leur dilTérence. Lt quant à cette dilïérence, on en 
Toit tout de suite la valeur. Car chacune des deux composantes 
est égale à la projection liori/.ontale commiim! des deux clé- 
ments, multipliée par lu pression au point considéré ; or, si 2 
et r'sont les deux ordonnées verticales, & la densité du liquide 
et y la projection commnne, les pressions sei'ont respective- 
vemeiii égales à p</jy et fflrr'y. La r<îsnltante ania pour ex- 
pre.ssion — r)y=p,y/y, en désignant pai' / la longni-nr 
du cylindre vertical inliiHinent mince cpii joint les deux 
points, et ipii a poni- base la projection y. Celte* r<'•snllanle 
e^l donc égale an poids du liipiide (pii remplirait le volume 
lin cylindre. Aons pouvons continii(‘r la même o|M'ration 
pour les anti'cs éléments dn corps, c'est- à-d in* les envisager 
comme appartenant deux à deux à nn même cylindre inlini- 
lésimal ; tons ces lilets verticaux, ainsi Iraciis dans le corps, 
(mnstitumit le volume de ce corps Ini-même ; en sorte epu* la 
nisnilante totale des pressions, ipii est égale an poids dn li- 
ipiide qui remplirait l'ensemble d(*s cylindres ébunenlaires, 
est (‘gale aussi an poids dn liipiide ipii remplirait le volume 
qn'occnpe le corps. Quant an point d'application de la n’-siil- 
tanle, il est nécessairement placé an centre de gravité de ce 
volume liquide; et le sens d'action de la force est opposé à 
celui de la pesanteur, ou dirigé de bas en liant, puisque les 
points iiiférienrs des corps sont ceux qui donnent les pi(?s- 
sioiis excédantes. 

Lorsipie le corps n'est qu'en partie plongé dans le liquide, 
la mêine démonstration s'applique à la portion immergée. 
Il siiflit, en ciïel, de coiici*voir ipie le corps soit divisé pur 
le plan libre du liquide. Lu partie au-dessous représente un 
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corps cutièremonl plongé, dont les points supérieurs sup- 
portent des pressions milles. Le petit cylindre dont le poids 
exprime la résidtante des pressions de deux éléments, situés, 
sur la même verticale, est égal simplement à puisque 
l’ordoniirà z du point correspondant supérieur est nulle ; et 
rien n’est changé dans le raisonnement. Quant à la partie 
émergée du corps, c'est-à-dire celle qui est située au-dessus 
du plan libre, elle demeure tout à fait étrangère à l’évalua- 
tion des pressions. La résultante est donc représentée par le 
poids d’un volume égal au volume de la partie immergée, et 
agissant en sens contraire de la jicsanleur. 

281. — Le théorème qui précède est souvent établi par 
des considérations a priori, extrêmement simples, mais qui 
ont le tort, à notre avis, de ne pas rendre compte de la cause 
du phénomène. Ou raisonne ainsi ; 

Prenons un liquide en équilibre, et imaginons qii’uue por- 
tion quelconque en soit tout à coup solidiliée, ce qui ne dé- 
truira pas l’équilibre primitif. Puisque cet état de choses 
subsiste après la solidilication, il faut bien que l’ensemble 
des pressions exercées sur cette portion par le liquide am- 
biant soit précisément employé à en détruire le poids. Donc, 
la résultante de ces pressions équivaut à une force verticale, 
dirigée de bas en haut, cl égale au poids du Iluide solidifié. 
Le nouveau coi ps introduit subira les mêmes pressions, et 
par suite sera soumis à la même résultante verticale dont 
nous parlons. 

C’est sous cette forme (lu’.Archiinède paraît avoir produit 
le théorème qui a ret’ti son nom. Il ne faut pas oublier que 
ce grand homme était privé du calcul infinitésimal, en sorte 
que sa di'mionstration, quoique insulTisaiite aujourd’hui, n’en 
est pas moins, pour l’époque, une œuvre très-remarquable. 

282. — Remarque. Si le liquide n’était pas homogène, 
mais était composé de couches de niveau superposées, de 
différentes densités, le môme résultat subsisterait toujours. 
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et la forco iiniqiK*, provenant des pressions, continuerai! à 
être égale an poids 'du li(piide occupé par le corps, ce poids 
étant évalué en tenant compte des densités des diverses cou- 
ches (jiie le corps traverse. 

On peut donc étendre le théorème à tous les licpiides 
pour lesquels les surfaces de niveau sont très-sensiblement 
des plans horizontaux. 

Si le centre de gravité du corps immergé, en totalité ou 
en partie dans un liquide quelconque, est situé sur la même 
verticale que le centre du volume du (luidc déplacé, le poid» 
du corps et celui de ce volume de fluide, agissant en ligne 
droite et en sens contraires, auront une résultante égale à 
leur différence numérique. C’est pour cela que le principe 
d’Archimède est souvent énoncé ainsi : Tout coips plongé 
dans un liquide perd une partie de son poids égale au poids 
du volume de fluide qu’il déplace. 

Si les pressions exercées par le fluide, au lieu de varier 
avec la profondeur, — comme cela a lieu lorsqu’elles sont 
dues à l’action de la gravité, — étaient an contraire parfai- 
tement égales en tous les points, rargumentation produite 
an n°280, pour les composantes parallèles aux axes des æ et 
des y, subsisterait avec la même justesse pour l’axe des s; 
on sorte que l’ensemble de toutes les composantes se rédui- 
rait à /.('“l'o. Lors donc qu’on sollicite unifonm’ment un corps 
par des actions normales sur toute la surface, ou ne déter- 
mine dans ce corps ni une translation ni une rotation. Les 
plus grandes pressions exercées sur la surface d’un liquidi 
ne feraient pas bouger un corps en équilibre au sein de ce 
rupiide. 

Équilibre d’un corpii plnngé dune nn liquide 
ou flulinnt A sn nurfaee. 

283. — Quand un corps est entièrement plongé dans nn 
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liquide, il est évident que, pour qu'il demeure en équilibre, 
il faut : 1" que le eenlre de graviti- du corps et le ceulre de 
gravité du volume déplacé soient situés sur la meme verti- 
cale ; 2" que le poids du corps soit exactement égal à celui 
du liquide déplacé, ou <]tie sa densité moyenne soit égale à 
la densité du fluide. 

Si la densité du corps est plus grande que celle du liquide, 
le corps tombera jusqu'au fond du vase, eu vertu de l'excès 
du poids sur la résultante des pressions, ('.eue chute ne s'ar- 
rêterait que si le solide atteignait des couches fluides d'une 
densité supérieure à la sienne. 

Si, an contraire, le poids du corps est moindre que le 
poids du liquide déplacé, le corps sera poussé de bas en 
haut, (d émergera en partie, jusqu'à ce que le volume occupé 
par )a partie immergée corresponde à un poids de liquide 
exactement égal an poids total du corps, ("est ce dernier 
cas qui est le plus intéressant, en ce qu'il est la hase de tonte 
la théorie de la navigation. Le problème rondamental qui s'y 
rapporte est celui-ci : 

Étant donné un corps quelconque , de densiié moyenne 
inférieure à celle du litpiide, déterminer la portion th* ce 
corps qui doit être inimerg('-c pour que celui-ci reste en équi- 
libre à la surface. 

Si le corps cl le fluid<! sont homogènes , il est clair que 
c’est là une pure question de géométrit! qu’on peut énoncer 
ainsi : Diviser, par nu plan, un volinmr en deux parties, telles 
que les centres de gravité des deux segments soient situés 
sur une même verticale, et que le volume d’un segment soit 
dans un rapport donné avec le volume total. 

Ce rapport donné sera , pour l’étpnlibre d’un corps flot- 
tant, le rapport de la densité connue du corps à la densité 
également connue du liipiidc. En immergeant le segment qui 
satisfait à la double condition indi(pi('a', le jtoids du fluide 
déplacé se trouvera égal au poids du corps, et comme, en 
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oulre, les deux forces agiront suivant la niéiue droite, l'cqiiir 
libre sera réalisé iiécessairenieiil. 

28i. — On n'a pas de di-nionstration bien satisruisaiile 
pour établir fine, rinelle (pic soit la forme du corps, il y aura 
toujours nue position dVipiilibrc; mais ce n'-snltat n’est pas 
douteux , piiisipie l'expérience le confirme à tout moment. 
Dans une foule de cas on voit aisément a priori (pie cette 
position d’i'-ipiilibre doit exister en effet. Si, par exemple, le 
corps est symétrique relativemmit à un axe passant par le 
centre de gravité, on n’aura qu’à immerger le corps de ma- 
nière à ce que cet axe soit vertical. .Mors les centres de gra- 
vité du segment et du corps total seront placés sur la même 
verticale, quel que soit le degré d'immersion. En enfonçant 
le corps plus ou moins, on fera varier comme on voudra le 
rapport du segm.enl à celui du corps, et par conséquent ou 
pourra l’amener à avoir la valeur assignée d’avance. Certains 
corps doivent même avoir une infinité de positions d'équi- 
libre. Nous citerons entre autres la sphère et le cylindre 
circulaire. Le premier de ces corps peut évidemment être 
tourné dans tous les sens autour de son centre : pourvu que 
ce dernier reste à la même hauteur au-dessus du liquide, 
l'équilibre subsistera toujours. Le second pourra être tourné 
d’un angle quelconque autour de son axe placé horizontale- 
ment et maintenu à la même hauteur. La parfaite symétrie 
de la ligure montre la permanence de l’équilibre. D’autres 
corps, sans offrir ces positions en nombre illimité, eu auront 
plusieurs à la fuis, qui dépendront de leur forme particulière. 

285. — Nous en donnerons un exemple qu’on est en usage 
de présenter dans tous les traités. C’est celui du prisme droit, 
à base triangulaire, immergé de façon à ce que ses arêtes 
soient horizontales. Comme nous savons a priori que le 
centre de gravité du segment sera, aussi bien que celui du 
prisme entier, contenu dans une section perpendiculaire sur 
le milieu des arêtes , le problème se trouve ramené à la 
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simple immci'sioa de celle seelion ou à l'immersion d’une 

des bases. 

Suil ABC la base Iriunguluirc du prisme. 


B 

r 


F 




/ , 
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Deux cas se présentent , 
suivant qu’on veut immerger 
le prisme par une seule arête, 
ou par (leux arêtes à la fois. 

Supposons d'abord le pre- 
mier eas, et soit DE la ligue 
d'intersection de la base 
triangulaire avec la surface 
du liquide, l’oiir simplifier le 
langage et nous conformer 
d’ailleurs aux usages reçus , 
nous nommerons cette inter- 
section Ng7ic de flottaiton. 
De même , quand nous au- 
rons à considi'-rer rintci’seclion d'un volume en équilibre avec 
la surface du liquide, nous l'appellerons p/n/i de flottaison. 

Si nous joignons le point A aux points F et II, milieux de 
BC et de DE, et (pie nous prenions respectivement les points 
G et g, au tiers des longueurs à partir de BC et de DE, ces 
points seront les cenires de gravité respectifs de la base to- 
tale ABC et du triangle immergé A DE. Puisque l’équilibre 
existe, ces centres de gravité satisfont à la condition que la 
droite Gÿ qui les joint est verticale, on, ce qui revient au 
même, que la droite Fil, qui lui est parallèle, est perpendi- 
culaire à l'iiori/.ontale DE; d’où il suit que DF est égal 
à FE. Il faut en outre que le rapport du triangle A DE au 
triangle A BC ait une valeur assignée ^i, moindre que l'unité. 
Ces deux conditions, exprimées par des équations, vont 
nous permettre de déterminer les distances inconnues x et y, 
auxquelles les points D et £ se trouvent placés, par rapport 
au sommet A, sur les côtés AB et AC. 


Digilized bv C 


HYDROSTATIQUE. 


21 » 


Désignons respccliveineiit par a, b, c les côlés opposés 
aux angles A, B, C, dans la base donm-e; par / la bnigtieur 
AF, également coiinne J cl par Ô et y les angles DAF, CAF, 
qui sont aussi eonnus. 

exprimons d’abord que DF doit être égal à FF. 
ün sail que, dans le Iriaugle A DF, on a : 

I) p’ r=, a:’ -f- — 2 xl COS G , 

Fi;’=ÿ--l-r — 2y/cosy; 

d’oii : ai’ — 2 Lt cos o =y’ — cos y . ( 1 ) 

F2xprimons ensnilc que le rapport du triangle .VDF au 
triangle .\BC est égal à ii : 

ABC = 7 AB. AC sin (angle B A C) = ; fresinA, 

A DE = î A D. A E sin (angle D A E) = ( xy sin A , 

donc, 

Si l’on élimine y entre les équations (l)cl(2), on obtient 
l'équation suivante, en x, du quatrième degré : 

.T* — 2/.1;* coso-H2/nif.rrosy — fé6V’=o (3) . 

I^e dernier terme étant négatif, il y a au moins deux racines 
réelles , l’une positive , l’autre négative. Quant aux deux 
autres, elles sont à la fois positives ou à la fois imaginaires : 
c’est ce qu’indi(pie la règle des signes de Descaries, puisque 
le premier membre offre trois variation» cl une perma- 
nence, quel que soit le signe avec lequel on rétablisse le 
terme du deuxième degré, qui y maïupie. (ioinmc les solu- 
tions qui conviennent véritablement à la qiiesiion sont essen- 
liellemeni positives, il s’ensuit que le nombre des positions 
(l'équilibre est : 

Au moins égal à un ; 

Au plus égal à trois. 
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8i l’on Youluil cxuinincT le second eus, c’esi-à-dii'c celui 
on l’on suppose (jne le prisme est iininergé à la fois par 
deux arèles 15 el C, il esl visible que l'on obtiendrait l’équa- 
tion (3) ei-dcssiis, dans la(|uelle n se trouverait remplaçai 
par 1 — /(. Kn elîet, l’écpiation (1) ne changerait pas, puis- 
cpie le centre de gravité de la base entière, et ceux de cha- 
cune des parties rormées par la ligne de llottaison, sont sur 
une même droite ; donc, la relation qui exprime que le cen- 
tri' d'nne des parties cl le centre du ti iangle total occupent 
une vc! ticale exprime en même temps que le centi’e de l'au- 
tre partie est sur celle verticale. Par consi'-quenl, il n’y a 
rien à changer à la relation (1). Quant à la relation (2), il y 
faut remplacer la suiiace d’une partie par celle de l’autre; 

XI/ 

mais cela revient à écrire (lu’au lieu de -r^ = «, on doit avoir 

oc 


hc — x\j 
hc 


n \ car hc—.nj correspond à la seconde partie 


comme xy correspond à la première. Or, =n peut 


s’écrire ^.= 1 — >' > eidin, on esl conduit à substituer 

1 — n à // dans rciqnalion linalc (3). Ainsi, pour ce second 
cas, on a encore une position d’équilibre au nioins, el li'ois 
au plus. 

En somme, la considération d’un soinmel A el du côté op- 
pose BC, donne lieu : 

à 2 positions au moins; 
à G positions au plus. 

Comme on pourrait reproduire les mêmes raisonnements 
pour chacun des deux autres sommets el son côté oppose, 
on déterminerait ; 

G positions au moins, 

18 positions au plus , 
qui satisfont à la condition d’équilibre. 


I 
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A ces posilions diverses ou doit en ajouter deux autres, 
qui correspondent à l’immersion du prisme, par un bout on 
par l’autre, de façon à ce que les arêtes soient verticales. 

Comme discussion intéressante de formules, on peut sup- 
poser que le triangle est isocèle ou équilatéral. Nous croyons 
inutile de nous y arrêter ici. 


Stabilité 4e l’équilibre. — Métaeeutre. 

3HG. — Nous avons vu que lu condition fondamentale de 
l’équilibre d’un coips flottant, c’est que le centre de gravité 
de ce corps et celui du volume de liquide déplacé par la par- 
tie immergée soient situés sur la même verticale. 

Mais cet équilibre peut être stable ou instable, suivant 
que le corps, étant un peu écarté de sa position primitive, 
les forces agissent pour l’y ramener ou pour l’en éloigner 
au contraire de plus en plus jusqu’à ce que, selon l’expres- 
sion adoptée, elles le fassent chavirer. 

La recherche des conditions de stabilité forme une partie 
très-importante de l'art nautique : car c'est dans la naviga- 
tion qu’elles trouvent leurs principales applications. Sans 
entrer ici dans les détails de cette théorie, nous croyons 
utile néanmoins de présenter quelques considérations à ce 
sujet. 

Nous prendrons, pour plus de simplicité, un corps symé- 
trique de forme et de densité pai' rapport à une section ver- 
ticale contenant le centre de gravité, et nous supposerons 
que les mouvements du corps s’effectuent autour d’axes per- 
pendiculaires à cette section. D’après ces hypothèses le cen- 
tre de gravité du liquide déplacé demeurera constamment 
dans ce plan vertical, pendant les écarts du corps. 

Choisissons le plan de la section poiircelui de la figure. Suit 
SS la ligne de niveau du liquide, A B la verticale, qui, dans 
it. 16 
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l'état d'équilibre, contient à la fois le centre de fn^vité G 
du corps, et le centre II du volume de liquide déplacé; et 

soit B le point où celle ver- 
ticale perce la surface infé- 
rieure du corps. 

Supposons qu'on vienne ù 
écarter le corps de son équi- 
libre actuel , (le façon à 
ce que la droile A B, con- 
çue comme appartenant au 
corps, et se déplaçant avec 
lui, occupe la position A' B', 
qui fait un angle quelconque 
avec la préc(‘dente. Le point 
G se trouvera porté en G', 
distant de B' comme G l’est 
du point B. Quant au point 
II, il quittera généralement 
la ligne A'B’, et se trouvera placé à droite nu ;i gauche, en 
H', par exemple. 

Il s’agit de savoir si les forces qui sollicitent actuellement 
le solide, dans la position qu'on vient de lui donner, tendent 
à ramener la ligne A'B', et, par suite, la section du corps et 
CO corps tout entier dans la position primitive de l’éipiili- 
bre, ou, si elles teiidcnl, au contraire, à renverser de plus 
en plus celle verticale de manière à faire chavirer finale- 
meut le solide. 

Les fürc('S qui agissent sur le corps sont ; 1“ sou poids P, 
appliqué eu G', et tirant de haut en bas; 2" h? poids du li- 
quide d('-placé, aiipliqiié en 11’, et poussant de bas en haut : 
poids qui est plus grand ou plus petit (pie l’aiicien. Soit, pour 
fixer les idées, P' < P. Le système des deux forces P et P", 
qui sont lout('s deux verticales et, par suite, parallèles, équi- 
vaut à une force égale à leur dilférence P — P', appliquée 



Fig. 81. 
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au centre de {gravité G’, et agissant de haut en bas; plus un 
couple de forces P', et de bras de levier oblique G'u, en dé- 
signant par fA la l’encontre de H' R' avec A' B'. La résultante 
P — P' a évidemment pour effet d’abaisser le centre de gra- 
vité, c’est-à-dire de faire descendre tout le corps parallèle- 
ment à lui-méme, jusqu’à eu que le nouveau volume de li- 
quide déplacé ait pour poids la valeur P; car, à ce moment, 
P — P' devient nul. Quant au couple, il agira pour faire 
tourner le corps autour d’uii u\e perpendiculaire au plan 
de la figure et passant par le centre de gravité) ce qui chan- 
gera la position actuelle A' B' de l’ancienne verticale AB. 
C'est du sens d’action de ce couple que dépendra la stabilité 
' ou riiistabilité de l’équilibre. 

Si les centres de gravité oui la disposition relative que 
nous avons adoptée sur la ligure, il est clair (pie le couple 
agira pour redresser l’axe .A' B' et le reineltre dans sa situa- 
tion verticale; eu soile ipie l'cipiilibre tend natui'elleinent à 
se rétablii'. C'est le cas de la stabilité. Elle tient, coinnie on 
voit, à ce que le point H’ est à droite du point Ci', ou k ce que 
l’interseciion jz de A B' avec la verticale du nouveau centre 
H' tombe au-dessus de G' sur la ligue A' B'. C^r, si, pour 
une cause (|uelconqne, le point H s’était trouvé reporté en 
H", à gauche du centi'e G’, ou si le point était tombé au- 
dessous de G', en fi', il est évident que le couple agirait pour 
renverser de plus en plus l’axe A' B’, et que, par suite, l’équi- 
libre primitif serait éminemment instable. 

Ainsi, la stabilité aura lieu si le point fji est au-dessus de 
G', et l’inslabilité, s’il est au-dessous. Ce point, dont la con- 
sidé'ration est si intéressante dans l’art nautique, et qui est 
déterminé, dans le cas actuel, pur l'intei-section de l'axe 
d'équilibre, dans sa nouvelle position, avec la verticale me- 
née par le nouveau centre de gravité du liquide déplacé, a 
reçu des géomètres le nom de mèlacentre. 

Un démontre par le calcul infinitésimal que le métacentre 

l«. 
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tombe au-dessus du centre de graviU; du corps, dans sa uou- 
veJle position, — et que, par suite, l’équilibre est stable, — 
lorsque le centre de gravité du corps, dans sa position pri- 
luitive, est situé, sur l’axe vertical, au-dessous du centre de 
gravité du liquide déplacé. C’est précisément le cas supposé 
dans la ligure précédente. La stabilité peut encore étie ob- 
tenue, même quand le centre de gravité du corps est au- 
dessus de celui du liquide, moyennant (certaines conditions 
auxquelles doivent satisfaire la surface de llotlaison , le 
grand axe du corps, — en le supposant symétrique, — le 
volume déplaci's et la distance des centres de gravité du 
corps et du liquide. Mais ces considérations rentrent trop 
dans les traités spéciaux pour que nous devions les présenter 
ici. 


Preisions dans un fluide élnKlIqiie pesant. 


287. — Considérons actuellement un Iluide élastique , 
soumis à la seule action de la gravité, et conleiiu dans un 
vase placé sur un support horizontal . 

Si ce vase était ouvert à sa partie supérieure, on sait que 
le gaz, en vertu de la force d’expansion qui lui est propre, se 
disperserait immédiatement dans l’espace. Pour qu’il u’en 
soit pas ainsi, et pour que le fluide occupe réellement un 
volume limité,' il est nécessaire de fermer eette ouverture, 
ou, ce qui revient au même, d’exercer sur la surface ext<‘- 
rieure du gaz une pression précisément égale et contraire ü 
la force élastique qu’il possède en ce même endroit. Ün 
sait aussi que celte pression se transmet intégralement dans 
toutes les parties du fluide, quelles que puissent éiie d’ail- 
leurs les forces extérieures qui en sollieitenl directement les 
diverses mob'-cules. I>e là r('■sulle que la pression effective 
en un point quelconque représente l’eflet combiné de la prt's- 
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sioii siip<TliciclU; Iriinsiniso et do la pn'ssioii oiigeiidroe par 
les forces extérieures directes. 

Dans le cas dont il s’agit maintenant, d'iin ga/ soumis à 
l’action de la seule pesanteur, il ressort des considérations 
précédentes que la pression en un point quelconque repré- 
sente à la fois la pression verticale, qu’on suppose appliquée 
à la surface supérieure du gaz pour combaltre la tendance 
expansive, ajoutée à celle qui provient des actions directes 
de la gravité sur les molécules fluides. C’est la somme de ces 
deux pressions que fournit la pression observée. 

Nous nous proposons de trouver la formule qui exprime 
la loi des variations des pressions, et qui, par suite, permet 
de déterminer la valeur de la pression en un point quelcon- 
que. 

Cette formule découle immédiatement de la théorie géné- 
rale présentée au n“ 274, où l’on a vu que la valeur de la 
pression est fournie par la relation logarithmique 

J (9 — ?.) 

P = P, e , 

en y désignant par la fonction générale des x, y, z, qui a 
[)our dilTérentielle exacte Zdx-{-'S<iy -\-7.dz, et par p^ la 
pression connue (|iii a lieu en un certain point j-,, y,, i-,, 
pour le(|uel la fonction <51 prend la valeur particulière çf,. 

Prenons pour ]>lan des xtj le fond du vase, et pour axe 
des Z une verticale au-dessus ' de ce plan ; en sorte que les z 
positifs soient com])tés de bas en haut. L’action de la gra- 
vité devra être affectée du signe moin», puisqu’elle est diri- 


' Dans réi|uilibrc tics liquide* , noua avons pris l’axe des i au-detsout 
du plan lioriionlal. Ici, où il s’a«it de par. nous prenons ret .ixe nu-dessus. 
De tels choix sont naturels , puisque, dans l'élude de la plupart des phénn- 
mèoe* terrealres, nous adoptons, pour plan horizontal de coordonnées, le 
plan même de l'horizon qui lai-ssc lea eaux au-dessous et ratinospbérc au- 
dessus. 
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gce de haut en bas, ou en sens contraire des ordonnées ver- 
ticales. La fonction générale «p deviendra donc égale à — gz. 
Quant à la valeur particulière cf,, elle sera nulle, si nous sup- 
posons qu(î la pression connue p, est celle (pii a lieu sur le 
plan mi'ine des xy. La formnlc ci-dessus pi'cndra la forme : 

—Si 

(1) p = p,e 
qu’on peut aussi écrire : 

(2) Z = — log nép. — . 

g V 

On a de même pour la densité ; 

—SL —SL 

J) * ^ 

Ci) P e , ou p=p, e 

Les surfaces de niveau du (luide seront toutes des plans ho- 
rizontaux, puisque la fonction 9 se réduit à — gz, cl que par 
conséquent une surface de niveau quelconque a pour équa- 
tion ï = C, (; étant nue constante arbitraire dont les diffé- 
rentes valeurs correspondent à tous les plans de niveau 
possibles. Si la partie supérieure du vase n’est pas fermée, 
mais que le ilnide suit maintenu au moyen d’un piston sur 
lequel on exerce, de dehors en dedans, une pression uni- 
forme, la surface du gaz, adjacente à ce piston, sera néces- 
sairement une surface de niveau, c’est-à-dire un plan hori- 
zontal. 

Les formules ci-dessus, qui fournissent la pression et lu 
densité à une hauteur donnée, ou, réciproquement, la hau- 
teur correspondant à une picssion donnée, permettent en 
même temps de trouver la dilléreiice des pressions qui 
existe outre deux niveaux quelconques, ou, réciproque- 
ment, la différence de niveau qui correspond à une différence 
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do presbioii ou de densiié. H sufliru de retrancher i’une de 
l’autre les for mules relatives à chacun des deux niveaux. 

288. — Ainsique nous l’avons déjà dit, la quantité p qui 
figure dans les équations précédentes est la pression totale ; 
elle repré.sente en chaque point la pression qui règnp à la 
partie supérieure du fltiide, accrue des actions de la gravité 
sur tonte la hauteur de ga/. superposé. Pour déterminer en 
un point quelcompie raecroissement de pression dû à la pe- 
santeur, il sullira de donner successivement à z, dans la for- 
mule(l), les valeurs (pii correspondent à la position de ce 
point et à la surface supei ieure du lliiide j la dilTérence des 
deux valeurs de p ainsi obtenues représentera l'accroisse- 
ment en question. Cette recherche montre en même temps 
que la pression superficielle du fluide a une valeur didermi- 
née lor.scpie la hauteur du gaz, c’est-à-dire son volume, est 
assigné a priori; ou que, réeiprocpiement , une pression 
déterminé'e, exerciie sur le fluide, correspond à un certain 
volume de gaz ; résultat évident, d'apiès la proportioiinalitc 
entre la pression et lu densité dans les fluides élastiques. 

Il est facile de voir que la dill'érence de pression qui existe 
entre deux niveaux est égale au poids du gaz intercepté. 
En effet, soit z et z' les deux niveaux considérés, petp' 
les pressions correspondantes ; on a ; 

p—p,e * , 

Qi' 

P'—Px C * • 

d’où (6) p — p' — pXe —c ). 

D’un autre côté, le poids du gaz superposé à l’unité de sur- 
face, entre les deux niveaux considérés, a pour valeiii- Ç [jgdz, 
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P repi'cscMiUJiil lu dfiisilé à une huutciir quelconque, et l'in* 
tégrale éuiiit prise depuis la liuiilcur z jusqu'à lu hauteur 2'. 

_9f 

Or, rcnipla(,üns 0 par sa valeur * ; ou a doue à iiilégrcr 


/• *2 


Mais l'inU'grale iudéliuic de e ^ Hz 




est égale, cuiiime on sait, à— e ^ ' L’iutégrule déliuic , 

ü 

entre les deux limites sus-indiquées, a donc pour valeur 


k 



e 


ÎL 

k 




quantité qui se réduit cvidemmeiit à l’expression déjà trou- 
vée pour P — p'. 

Cette propriété est indiquée à celle que nous avions si- 
gnalée pour les fluides incompressibles (n* 275). 

Pretzion* tupporte'et par un corps plonge dans un 
gaz. — Les l uisonnements présentés à l'occasion des liqui- 
des subsistent ici pour montrer que les pressions exercées 
par un fluide élastique sur un corps immergé se réduisent à 
des aciions parallèles, égales, pour cliacpie lilet vertical ima- 
giné dans le corps , à la dilTcrcncc des pressions q,ui ont 
lieu aux deux exlrémités de ce filet, ou au poids du volume 
de fluide qu’il occupe. La résultante générale est donc 
une force unique, dirigée de bas en haut, et (pii a pour va- 
leur le poids d’un volume de fluide égal au volume du corps. 
On peut également arriver à cette conclusion en imaginant 
qu'une portion quelconque du gaz soit soliditiée et rempla- 
cée par un solide de fonne identique. 

289. — Influencé de la température. La relation p=ko, 
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qiif! nous iivüMS udiiiisc, suppose (|ue lu leinpéralure est 
coiisiunte, car ce rapport simple entre la densité et la 
pression d’une certaine masse de fluide élastique ne se vérifie 
que si la température ne change pas. Lorsqu’elle varie, au 
contraire, la pression change, quoique le volume total et par 
suite la densité moyenne de la masse demeurent les mêmes. 
Pour tenir compte de cette circonstance, il faut remplacer 
la relation p = kç par une autre, qui soit fonction de la tem- 
pérature. L’observation directe a montré que sa loi de va- 
riation peut, pour chaque gaz, être représentée assez exac- 
tement par la formule suivante : 

dans laquelle A et se désignent deux quantités constantes in- 
(h‘pendantes de lu température, et t cette température. 

L’équation différentielle des pressions devient 


( 1 ) 


dp _ —gdz 
P k (1 -I- set) ■ 


Pour passer de là à l’intégrale, on éprouve une difficulté 
qu’on n’avait pas eue jusqu'ici, et qui tient à ce que le déno- 
minateur du second membre n'est plus une simple quantité 
constante. En effet, la température variant d’un point à un 
autre, ou doit regarder t comme étant, de la matiière lu plus 
générale, une certaine fonction de trois coordonnées u:, y, z ; 
en sorte que nous sommes obligés d'indiquer seulement l’iii- 
tégration du second membre. L'équation des pressions prend 
donc la forme 


P) 



S l ‘ J^L. 
kj 1 + «( 


La constante C est d’ailleurs éliminée , comme on l’a déjà 
vu, par la connaissance de la pression p, qui a lieu en un 
certain point. iVous aurons donc : 


D^itized by Google 


350 


UVBE VI. — CORPS FLCIDES. 


_ i r tu 

(3) p=p,e 

Si l'on supposuit, par exemple, que la Icmpérnlurc varie 
proporlionnclleiueiil à la liaiilcur, l’équation (1) s’inlcgrc- 
rait fort simplement. En elTct, si t=cz, elle devient : 

dp g dz 

P A' 1 4- ’ 

t_ 

p~ %£k • 

On en déduit immédialeinent : 

en désignant pai' H la quantité constante C — Par suite, 
il vient : 


c’e.st-à-dire que la différence de pression, entre deux niveaux 
quelconques, est, dans cette hypothèse, proportionnelle à la 
hauteur qui les sépare. 

Mais le plus souvent la température ne varie pas d'une 
manière aussi simple que nous venons de l'imaginer. Ces 
résultats ne sauraii nt donc convenir. Un artifice qu’on em- 
ploie aloi's, pour éviter la difficulté d'intégration, consiste à 
supposer qu’entre les deux niveaux considérés la tempéra- 
ture du fluide est constante et égale à la moyenne des tem- 
pératures des deux niveaux. D’après cela, l’équateur (3) peut 
s’écrire, en prenant le niveau inférieur pour plan des xy, 
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a‘ 

*■ [ 1 + "5 (* + ' I )] 

P==Pi<^ 

e Ipar suite : 

2S)0. — Pre»*ion» dan» l'air utmo»phe'rique. Nous 
avons dit plusieui’s fois qu’un gaz doit toujours être contenu 
dans un vase rernié de toutes parts , et que sans cette pré- 
caution le fluide, en vertu de sa force élastique, tend indéfi- 
niment à se disperser dans l'espace, ür, l'atmosphère gazeuse 
qui entoure notre globe iic satisfait point à cette condition; 
car, si l’espace est limité en dessous par le globe lui-même, 
il ne l'est point en dessus, oit aucune paroi solide ne s'op- 
pose à l'expansion du fluide. Quelques explications semblent 
donc nécessaires. 

L’existence d’une atinosplière limitée, dans un espace qui 
lui-même est sans limites, serait un phénomène impossible, 
si l’élasticité du fluide u’était pas détruite par certaines cir- 
constances naturelles. Ur, à mesure qu’on s’élève au-dessus 
du sol , on constate que la température s’abaisse d’une ma- 
nière continue. D’un autre côté, la force élastique des fluides 
diminue en même temps que la température. Il doit donc 
régner à une certaine hauteur une température telle que la 
couche gazeuse qui s’y trouve soit absolument dépourvue 
d’élasticité , et voisine sans doute de son point de liquéfac- 
tion. Cette couche inerte n’est soumise qu'à l’action de la 
gravité et doit, eu vertu de son poids, exercer une pression 
sur les couches faiblement élastiques qui lui sont subordon- 
nées. Celles-ci, à leur tour, s’appuient sur les suivantes, qui 
sont un peu plus élastiques, et ainsi de suite jusqu’à la bitse 
même de l’atmosphère. En un mot, chaque couche se trouve 
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placci! daii!» iiiio telle que lelastiçilé qu’elle y eon- 

serve correspond pivcisémeul à l:i tenipéralure dont elle y 
jouit et à lu pression qu’elle y supporte, de manière que 
cette couche ne peut se disperser dans l’espace en se dila- 
tant vers les régions supérieures : car, aussilùt, sa tempé- 
rature et par suite sa force élastique dimmueraient , et elle 
serait refoulée vers le bas par la pression des couches super- 
posées. Tandis que , au conti“iire , si la temptu ature était 
constante dans toute l’étendue de l’atmosphère , les couches 
extrêmes, douées d’une élasticité qui ne serait combattue 
par rien , se dilateraient indéfiniment par le haut, et filiale- 
ment se disperseraient dans les espaces célestes. La décrois- 
sance des températures était donc ii<*cessaire, dans l’état ac- 
tuel des gaz, pour que la terre pût conserver autour d’elle 
une atmosphère quelconque. 

Il résulte de ces considérations, rapprochées de celles 
qui concernent les gaz contenus dans des vases fermés, plu- 
sieure conséquences importantes que nous examinerons suc- 
cessivement. 

1" La pression exercée par l’atmosphère sur un plan hori- 
zontal quelconque est égale au poids de l’air superposé à ce 
plan. Car, d’une manière générale, cette pression est égale 
au poids, augmenté de la pression supérieure; or, ici cette 
pression siipiuieiire se n'-duit à ziuo, ou plutôt elle n'est 
autre que le poids des dernières couches inertes. Donc la 
pression eu un point quelconque représente le poids des 
couches élastiques ajouté à celui des couches inertes, c’est- 
à-dire le poids total de l’atmosphère. 

2° La valeur de la pression correspondante à une hau- 
teur r, comptée à partir de la surface terrestre , est donnée 
par la formule 


( 1 ) 


P — TC 


g» 

fc|l ) 

y 


en appelant t: la pression exercée sur runitc de surface, ou 
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le poids total de la colonne gaz.euse située au-dessus du sol, 

la température observée dans celle couche voisine du sol, 
el / celle du poinl considéré. 

Réciproquenicnl, on en déduil la liauleur qui correspond 
à une pression délerminée ; puisqu'on a la rclalion 

(2) 2 = log. 

g V 

Ces résiillals s’appliquent naturellement à des hauteurs me- 
surées entre des plans horizontaux quelcouques. Il suffii de 
faire la dilTéreuce d<;s vuleiirs correspondant à chacun des 
deux niveaux considérés. 

S" D'après la théorie des fluides contenus dans des vases 
communiquants, on peut mesurer facilement le poids de 
l’atmosphère à nue hauteur quelconque. Les instruments 
qui ont cette inesuri* pour ohjei , el qu’on nomme, comme 
on sait, baronièlren, consistent esseniiellement en un tube 
à deux branches dans lequel est placé du mercure. L’une des 
branches, préalablement privée d’air, est fermée à son exli é- 
mité supérieure ; l’autre branche, an conli’aire, communique 
librement au dehors. Il est clair que, lorsque l’équilibre est 
établi, la hauteur du mercure dans la branche fermée, prise 
au-dessus du niveau qu’il garde dans l’antre branche, donne 
la mesure exacte du poids de l’aimosphèrc : car rien n’em- 
péclic de concevoir cette branche ouverte prolongée jus- 
(pi’aux limites supéi ieures de l’atmosphère. On a alors deux 
fluides, uniquement sollicités par la gravité, el dont les 
poids, au-dessus de l’unité de surface, doivent être égaux, 
puisqu’ils se font équilibre. 

U° Au moyen de la connaissance des poids ou des hauteur* 
barométrique», dircclemeiil observées en divers lieux , on 
]>eut déduire les diirérences de niveau de ces mêmes lieux. 
On se sert pour cela de la formule (2), qui nécessite aussi 
la connaissance des températures. Il est superflu d’ajouter 
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que celle mesure des hauteurs par le baromètre, déduile de 
la formule iirécilée, u’est pas parfailement exacte, puisqu’on 
y a fait uue supposition consistant à regarder la lempéi-a- 
ture comme constante dans toute l’élendue du fluide inter- 
médiaire, et égale à la moyenne des températures observées. 
Ou y néglige aussi une foule d’autres éléments, tels que la 
pi éseuce de 1a vapeur d’eau , qui font varier la pression et 
l’éloignent plus ou moins de sa valeur théorique. Mais de 
telles consideratious rentrent spécialement dans la physique, 
et nous ne devons pas nous y arrêter. 

5“ Les pressions supportées par un corps plongi' dans l’air, 
— ce qui est le cas de tous les corps à notre portée, — se ré- 
duisent à uue force verlicale, dont la valeur est égale au 
poids du volume d’air déplace par le corps, et qui est appli- 
quée au ceiilre de gravité de ce volume, .'\insi tous les corps 
subissent une perle de poids dont il faut tenir compte, quand 
on veut les peser d’une manière rigoureusement exacte. 

6" Toutes les Ibis (|iu* la densité moyenne d’un corps est 
inférieure à celle de l’air, la résidlaiite des pressions l’em- 
porte sur le poids , et le corps tend à s’élever. C’est sur ce 
principe que sont fondes les aérostats. Ces appareils consis- 
tent , comme ou sait , eu une enveloppe lerinée et remplie 
d’iiii ga/ assez, léger pour que la densité moyenne de l’en- 
semble soit moiudiv que celle de ralmosphère. C’est en vertu 
du même principe que les gaz échaulles, et par suite dilatés 
et rendiis moins denses, comme ceux de la combustion, 
s'élèvent avec plus ou moins de rapidité et donnent lieu au 
phénomène du tirage ou de Vaèrage. Dans toutes ces cir- 
constances, la force ascensiouiielle est coustammeiil repré- 
sentée par le poids du volume d’air déplacé, diminué du 
poids du corps lui-méme. 
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MOUVEMENT DES FLUIDES OU nVDRODYNAMIQl E. 


291. — Nous considérerons dans ce chapitre des fluides 
en mouvement sous l’action de forces (|uelcom]iies, et nous 
établirons les équations {jéiiérales de ce mouvement, au 
point de vue indiqué à la fin du chapitre premier; c’est-à- 
dire que nous chercherons les relations qui p<‘i metlent de 
résoudre ce ])roblème >!;éii(‘ral : étant l oiniuesla nature d’un 
fluide et les forces qui aj;issent sur lui en un lieu (h'ierminé 
de l’espace, trouver la vil(*sscet la densité (pie i)reiidroni les 
moh'cules du fluide en passant par ce lieu, et la pression qui 
s’y établira. 

Ce probh'mie une fois résolu, nous en ferons l’application 
à certaines questions particuliiu’es, qui répondent aux cas 
les plus importants dit monde extérieitr. 


ÉqaatioBH généralcfi du uiouv«menl. 

Prenons trois axes de coordonm*es rectanptnlaires, et con- 
cevons que le fluide, compressible ou élastique, soit décom- 
posé en parallélipipèdes reciang;les élémentaires, suivant les 
trois plans coordonnés. 
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Soit M un point quelconque de l'espace, ayant pour coor- 
données X, y, Z, et yiabf le parallélipipéde élémentaire de 

fluide qui y passe actuel- 
lement. .Soit r, M, te les 
trois composantes, pa- 
rallèles aux axes , de lu 
vitesse de cet élément ; 
X, Y, Z les trois compo- 
santes de la force exté- 
rieure, rapportée à l'unité 
de masse, qui le sollicite; 
P la densité et p la pres- 
sion rapportée à l'unité de surface qui régnent en tous sens 
autour du point .M, au moment du passage de l'élément de 
fluide que nous considérons. 

Un suppose connues les coordonnées et les forces : il 
s'agit de trouver la vitesse, la densité et la pression. 

Avant de poursuivre, nous ferons quelques remarques sur 
la nature des diverses (|uantités qui figurent dans le problème. 

1° Les composantes r, u, te, qui se rapportent à la vi- 
tesse qui a lieu, à un certain moment, en un certain point 
fixe de l'espace, dépendent à la fois du temps et des trois 
cooixlonnécs x, y, z. En effet, pour un même instant, la vi- 
tesse du fluide an passage varie, suivant qu'on prend ce pas- 
sage dans un lieu ou dans un autre : au sein de cette masse 
continue, dont toutes les parties ont leur mouvement propre, 
il est clair que la vitesse ne peut être la même, au même 
moment, en tous les points de la région occupée actuelle- 
ment par l'ensemble du fluide. D’un autre edté, si l'on s'ar- 
rête à un même endroit fixe, et qu'on y envisage la vitesse 
avec laquelle y passent successivement les diverses molé- 
cules, il n’est pas moins évident qu'on y observera uue vi- 
tesse dfflérente, selon le temps écoulé depuis rorigine du 
mouvement. Donc, (piand on considèn* les cbangemenis 



Fig. 82. 
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(|iruiiiiMienl à l:i fois l'espucc parcouru et le irnips daub la 
vitesse d’une inèine molécule, c’est-à-dire cpiuud on considère 
les variations de vitesse que subit cett(? molécule en passant 
elTecli veinent d’un point de l’espace à un autre, il faut re- 
garder les quantités v, u, tr comme fonction des quatre va- 
riables simultanées /, x, y et z, et <omme se ressentant 
par conséquent des variations de chacune d’elles. 

2° La densité p et la pression p sont, pour la même i‘aisou, 
fonction également de ces quatre variables. 

3" Les forces X , Y, Z sont en général aussi fonction du 
temps et des eoordonnées du point fixe considéré : car on 
peut admettre, d’une part, que les forces varient d’un mo- 
ment à l'autre pour le même lieu, et, d'autre part, que celles 
qui s'exercent en un lieu de l’espace n’ont pas les mêmes 
valeurs que celles des autres lieux. Nous savons seulement 
que, dans la plupart des cas, on peut les regarder comme 
ne dépendant (|ue des coordonnées, puisque généralement 
les actions naturelles ne varient pas avec le temps. — Nous 
ferons remarquer que X, Y, Z représentent les composantes 
des forces rapportées à l’unité de masse. Par conséquent, 
les forces motrices de l’cléni'ent MoAe auront pour expres- 
sion \dtn, Yf/m, 7,diii ; et, comme dm est égal à (>dxdydz, 
elles auront pour valeui's pXdxdydz , pYdxdydz, 
p'/Âxdydz. 

Cela posé, nous établirons les équations du ihouveraent 
en employant la méthode cxposc'c dans la mécanique géné- 
rale, c’est-à-dire en exprimant que la somme des compo- 
santes, suivant chacun des axes, de toutes les forces qui 
sollicitent l’élément MaJ&c est égale à la masse de cet élé- 
ment, multipliée par l’accélération de la projection de la vi- 
tesse sur le même axe. 

Uccupons-iious d’abord de l’axe des x. 

Les forces, estimées suivant cette direction, sont les sui- 
vantes : 

II. J n 
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1- La force cxlérieure Xrfwi ou fXdjcdyds. 

2“ La pression exercée par le fluide environnant sui- la 
face Mbgc du parallélipipède MoAc : celle force agit de de- 
hors eu dedans, cl, pai’ suite, est positive. Puisqu'on a re- 
présenlé pai’ p la pression rapport('-e à runité de surface, la 
force d'onl il s’agit a pour valeur pdydz. 

3" La pi essioii exercée par le fluide environnant sur la 
face opposée «f/e/’: elle agit de dehors en dedans, et, par 
suite, est négative. Cette force, d’après ce qu’on a expliqué 


an n' 270, sera représentée par — ( p 


dx 


dydz. 


Pour avoir l’accélération de la vitesse c, accélération qu’on 
écrit en général il ne faut pas perdre de vue que celle 


vitesse v est fonction à la fois des quatre variables /, x, y, z\ 
cl que, lorsque l’élémenl mobile passe de sa position ac- 
tuelle à la position voisine, la vitesse varie, non-seulement 
parce que le temps a varié, mais aussi parce qtic les coor- 
données de cette position cfTective ont varié avec lui ; or 
on vient de voir (|ue la vitesse du fluide en chaque point 
de l’espace dépend des coordonnées de ce point. Donc l’ex- 
f/c 

pession générale de l'accélération correspond à une dif- 


férentiation de r, prise, non-seulement par l•apporl au temps 
considéré comme variable indépeudaïUe, mais encore par 
rapport a x, y, z considérées, non plus comme les coordou- 
nées constantes d'un point fixe, mais comme les coordon- 
nées d’une position qui change avec le temps, et, par suite, 
comme des fonctions implicites du temps. Pur cousequent, la 

véritable expression de raccélération ^ est, d’après les rè- 
gles connues de l’anal) se : 


dv 

di 


dv _dx dv dy 
dx dt ^ dy d I 


dv dz 
dz di' 
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Or où ar est l’abscisse de la position mobile avec le 

temps, p<‘iulaiU le déplacement elTecIir de rélémciU MaAe, 
n’est autre chose que la mesure de sa vitesse actuelle, v sui- 
vant l’axe des x ; de même ’et ^ ne sont autres respec- 
tivement que U et w. Finalcinenl donc rexpicssion de l’ac- 
céléiation est Celle-ci ; 


dv dv dv 
dt'^'^Tx-^^dy' 


dv 
dt ' 


Dès lors l'équation du mouvement, relative à l’axe des x, 
s’écrit sans dilficultc : 


f>Xdxdydz-\- pdydz — ~ 

, , , l'dv dv dv dv\ 

^^‘■^dyd:[jr, + -rx + ^dy-^'^’dzj- 


En supprimant -f- p et — qui se d(ùrnisent, et effaçant 
le facteur commun dxdydz, cette ivlation prend une forme 
plus simple, qu’on est dans l’usage de présenter ainsi : 

1 dp „ dv dv dv dv 

- -J- =\ J V~. U-, w , . 

pdx dt dv dy dz 

Nous pouvons raisonner de la même manière par rapport 
à chacun des deux autres axes ; nous obtiendrons deux nou- 
velles relations analogues, oit la pression qui ligurera sera 
la même que précédemment, puisque, en vertu de la loi de 
transmission, cette pression est constante dans tous les sens 
autour du point M. Les trois équations différentielles du 
mouvement seront donc les suivantes ; 
n. 


Digitized by Googic 


! 


260 i.nnE vi. — r.0HPS fli'ides. 


1 dp 

V 

dv 

dv 

dv 

dv 

P dx 

A “ 

~ di ” 

dx 

“rfy 

dz' 

1 dp 

\* 

du 

du 

du 

du 


1 — 

' dt 

dx 


dk' 

1 dp 

y 

dw 

div 

dw 

du- 

pdz~ 

It - 

di 

' dx 

M ~i 

rfy 

'^'dz- 


292. — Les relalions que nous venons d'oblcnir ne résol- 
vent pus ciiliëienicnl le problème. Eu effet, nous uvuns cinq 
inconnues, savoir r, u, ir, p et />, qui doivent toutes être 
exprimées en fonction du temps et des coordonnées; et, pour 
y faire face, nous n’avons que trois équations entre ces quan- 
tités. Mais, pour peu qu'on y réfléchisse, ou ne tardera pas 
à s’apercevoir que cette indétermination tient uniquement à 
ce que nous n’avons pas exprimé, dans le calcul, toutes les 
conditions de la question. En effet, nous avons bien écrit 
que la pression est la même dans tous les sens autour du 
point M, ce qui est le propre des fluides; nous avons bien 
écrit aussi que le mouvement a lieu en vertu des forces di- 
rectes et des expressions exercées par le milieu environnant; 
mais nous n’avoiis nullement exprimé que la succession des 
éléments mobiles forme une masse fluide continue, ou que 
ces éléments ne se séparent pas les uns des antres pen- 
dant toute la durée du mouvement. C’est là «‘videmnient une 
particularité importanlc que nous avons tacileinent en vue 
(piand nous |>arlons de l’écoulement d’un fluide, et de la- 
<|uelle il est indispensable de tenir compte quand nous vou- 
lons établir les relations mathématiques qui concernent ce 
système matériel spécial. 

Nous y parviendrons d’une manière foi t simple. 

I Supposons d’abord que la densité du fluide au point fixe 
ne varie pas pendant que les molécules s’y succèdent en 
vertu du mouvement général. Pour exprimer cette circons- 
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liince, il siiflirn dVcrire (|iic le petit parallélipipède que nous 
avons tracé dans l’espace, et par letpiel viennent passer ù 
leur tour les diverses parties du lluide, contient toujours la 
même quantité de matière; et que, par conséquent, les trois 
faces qui se trouvent à l’encontre dit courant livrent pas- 
sage à autant de matière exactement qu'il en sort ]>ar les 
trois faces opposées. Mais, si maintenant, pour plus de gé- 
néralité, nous venons à supposer que la densité se modifie 
sans cesse en ce même point fixe, qu'elle, augmente, par 
exemple, la condition de continuité deviendra plus complexe 
dans sa forme, et, pour rexpiimerdès lors convenablement, 
il faudra établir que raccioissement de matière qui, par 
suite de raccroissemcnl de densité, se trouve retenti dans le 
petit parallélipipède dont nous parlons, pendant un instant 
quelconque, est exactement égal à l’excès de la quantité de 
llnide entrée par les trois faces sur la (piantité de fluide qui 
est sortie dans le même instant par les trois autres. C’est cette 
condition générale que nous allons exprimer : elle contien- 
dia la première comme cas particulier. 

Il est clair que le gain fait par le paralli’dipipède pendant 
le temps dt est lepri-senté par son volume dxdyf/:, multi- 
plié par l’accroissement de densité, et que cet accroissement 
n’est autre chose que la dilïérentielle de p, prise par rapport 
à t seulement, et en y regardant x, y, z, comme constantes, 
puisque nous envisageons le passage à travers un volumt* 
lue dans l’espace. Le gain en question a donc pour valeur : 

dxdydz. ^ dt . 

D’un autre côté, lu masse de lluide entrée par la face Wtge 
est exprimée par la densité et par l’espace parcouru : elle l'st 
donc 

dydz. p. rdt , 
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Pareillomcnt les masses entn'es par les deux autres faces 
Mafc et Miulh oui respecliveincnl pour valeurs : 

ilxih . P . mit , dxdy . p . xvdi . 


Reste à évaluer la niasse sortie par les faces opposées. 
Prenons, par exemple, la face adef, symétrique de }>\hgc. 
La sortie se fait en même temps que rentrée : le lluide y a 
donc une densité et une vitesse dont les variations dt>pendent 
anii|uement de x, et mdlemeiit de t : quant à y et elles sont 
h» mêmes pour les deux faces. Cette densité et cette vi- 
tesse à la sortie sont donc respectivement représentées par 

P 4- dx et » -f- — dx. La niasse sortie par la face adef 

aura ainsi pour valeur : 


Nous verrions que les masses sorties par les deux autre» 
faces sont exprimées par 

dxdzi^u -f- > <ix:dy ^pi» 

Formons inainteiiant l'excès du fluide entré sur le niiidc 
sorti, et égalons-le au lluide gagné ; ou aura, après des sim- 
plitications évidentes, la relation . 


( 2 ) 


dp d.pv d.pu d.piv 


Cette équation est nommée avec raison t'yiialioii de conti- 
nuité : elle exprime en effet, d'après la manière même dont 
on l’a (Uablie, que les parties lliiides se suivent sans se dis- 
joindre. Car ce que nous avons dit pour un point pai liculier 
peut se dire également pour tout autre point où Fou envisa- 
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géra le passage du fluide ù travers le parallélipipède tracé 
en ce point. L’équation (2) sera nécessairement satisfaite 
par ces nouvelles valeurs de p, r, u et lo en fonction de / et 
dex, y, En sorte tpie c’est bien dans la masse tout entière 
du fluide que la continuité est supposée exister, eu vertu de 
la relation ci-dcssiis. 

293. — Aüiis n’avons jusqu’à présent que quatre équa- 
tions tandis que, selon notre première remarque, le nombre 
des inconnues s'élève à cinq. C’est qu’il nous reste encore 
une condition à exprimer par le calcul. Nous avons, en effet, 
introduit dans nos relations la densité p ; mais nous n’avons 
pas fait mention de la nature du fluide auquel on a spéciale- 
ment affaire; — circonstance qui influe évidemment sur la 
loi des variations de p. Cette loi n’est pas la même, selon 
(|u’on a, par exemple, un li(|uide ou un gaz homogènes. Or, 
pour que le problème soit complètement déterminé dans 
chaque cas, il faut qu’on sache s’il s’agit d’un liquide ou d’un 
gaz, et si ces fluides sont homogènes ou hétérogènes, etc. 
De là une relation nouvelle qui complétera le nombre d’équa- 
tions nécessaires. 

1° Fluide incompre$*ihle et homugène. — Dans ce cas, 
la densiti! est constante, et ne peut dépendre ni du temps ni 
de la position du point. Doncp = const. est la dernière rela- 
tion deinaiidce, ou plutôt il n'y a plus que <|uatre inconnues, 
r, M, ic et p, ainsi que quatre équations, savoir (1) et (2). 

Tl est à remarquer que l’équation de continuité (2) subit 
une simplificaiion notable par suite de la constance de p. 
Elle devient, en effet. 


(2 bi%) 


dv 

dx 



dw 


o. 
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Pour en avoir la signilication, il faut se reporter aux trois 
derniers termes de l’équation (2) primitive, d’où elle dérive. 
Ces trois termes représentent l’excès du fluide entré dans le 
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pctil pürallclipi|>è(lc sur le- fluide sorli : donc, on expriitM» 
que cet excès est nul, et, comme la densité est constante, 
cela revient à diic que le volume; à l’entrée est é(j;al au vo- 
lume à la sortie, ou (jue le volume d’une partie <|uelconqiie 
d(‘ fluide lie change pas pimdaiit qu’elle se déplace d’un point 
à un autre. Telle est, en effet, la signification de l’équation 
(2 bis), qu’on peut appeler équation d’incomprexxihilitè. 

2" Fluide incomprexuihle et hétérogène. — L’hétéro- 
généité du fluide a pour résultat que les parties qui passent 
successivement par le même lieu, ou celles qu’on observe 
au même moment dans des régions différentes, n’ont pas la 
même densité : en sorte que p varie avec t\ r, y et r, comme 
ou l’a supposé dans le cas le plus général. Mais ici l’incom- 
pressibilité admise introduit une circousUa'nce panicnlière : 
c’est que le volume d’une partie quelconque de fluide ne va- 
riera pas pendant toute la suite du mouvement de cette 
même partie. Kn sorte que l’équation (2) qui exprime, la pre- 
mière condition, qui est l’ht'térogénéité, et l’équation (2 ètx), 
qui exprime l’incompressibilité, doivent exister simultané- 
ment. L’équation (2) est d’ailleurs simpliflée, en tenant 
compte de l’équation (2 hi»'). On a ainsi, pour le cas actuel, 
les deux relations suivantes : 


(2 bis) 


dv du dw 

dx dij d: ** ’ 


(2 ta) 


dp dp dp 
J + V ~r + " V 
dt d.T dy 


dp 


et ce groupe, réuni aux trois (‘quations (t), perimd d(‘sor- 
mais de trouver les cim| inconnues. 

.1“ Fluide élastique. — Ün sait (|iie la densiu- satisfait 
alors à une»nouvellc relation 

(2) p = kp. 
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Cette êqiiaiioii, combinée avec les équations (i) et rtniuation 
(2), permettra encore de déterminer les cinq inconnues. 

Ainsi nous voyons que, dans tons l>s cas, on obtient un 
nombre d’équations exactement égal à celui des ineonnlies. 
U ne restera plus qu’à effectuer les intégrations pour résou- 
dre le problème. Généralement cette opération surpassera 
toutes nos ressources matliématiqiies , mais il n'en est pas 
moins trtVs-intéressant d’avoir pu laineiier la question méca- 
nique à une pure question de calcul. 

29Û. — L’intégration, quand ou pourra l’effeciuer, intro- 
duira dans les équations certaines constantes et aussi cer- 
taines fonctions arbitraires qu’on déacrminera, comme on le 
fait ordinairement, en tenant compte des circonstances con- 
nues du mouvement à un instant et à un point assignés d’a- 
vance, ainsi que des conditions auxquelles le fluide peut se 
trouver assujetti, telles que de s’appuyer contre une ou plu- 
sieurs parois fixes , ou de supporter une certaine pression 
sur une surface libre, etc., etc. En un mot, il faudra chaque 
fois rechercher quelles sont les particularités, connui'S a 
priori, qui peuvent fixer la valeur de ces quantités auxi- 
liaires introduites par le calcul. ■’ , 

Lorsqu’on vent tenir compte de ce que le fluide appnic sur 
une surface, on admet que les molécules, qui, à une époque 
i|iielconque, se trouvent en contact avec cette surface, ne 
l’abandonnent pas dans tonte la suite du mouvement, c’est- 
à-dire se meuvent sur cette surface même. 

Pour exprimer, par exemple, que le fluide glisse contre 
une paroi fixe, il faudra écrire que le déplacement des mo- 
lécules qui touchent la paroi à un certain moment sera tout 
entrer contenu dans cette paroi , ou que les coordonnées ü, 
se, y, 2 et J? H- , y -H dy, 2 \-d:, de deux points voisins 
de îa surface satisfont à la condition d’être des positions suo 
cessives d’une molécule qui se meut avec la vitesse c, m, w. 
Si donc _ jwÂ. 
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/■(x, y, s) =0 

est lV(|iiaUon de la surface fixe , il faudra que les coordon- 
nées x + dr,y + l/y, «-!-«/;, qui sont supposées satisfaire à 
cette équation, y satisfassent encore quand on y remplacera 
dx, dy, dz respectivement par vdt, udt, tcdt, ce qui four- 
nira la relation 


(m) 


d/ df 



Si la paroi est mobile elle-même, son équation sera fonc- 
tion du temps aussi bien que des coordonnées : elle sera de 
la forme 


fit, X, y, Z,) =0. 


Il faudra , comme précédemment , qu’un puisse , dans sa 
différeiUielle, remplacer dx, dy, dz par vdt, udt, wdt. Le 
seul cliangeincni qu’apporte la mobilité supposée de la pa- 
roi, c’est que la diflV-renlielle totale cuutieiidra un terme de 

plus, La relation (m) deviendra : 


(») 



dx' 


M-/ H- 



O . 


En dernier lieti si nous voulons exprimer que la surface 
libre du fluide sitpporte une certaine pression déterminée k, 
constante ou variable, nous admettrons que les molécules 
appartenant à la surface libre continuent à y demeurer par 
IsT suite, — ce qtii revient à négliger les particularités telles 
que les lourbillonnemcnts, les intumescences du fluide, etc., 
qui ont pour résultat de faire passer les points matériels 
alternativement de la surface à l’intérieur. Dans l’hypothèse 
où nous nous plaçons, nous devons exprimer que les molé- 
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cilles glissent, sans s’en délaeher, le long d’une surface 
idéale mobile dont l'équation est;)=7r, ou 


P TT = O. 

Il faudra donc, dans la relation («;, remplacer f par p — tt. 
Si , pour plus de simplicité , il s’agit d’une pression T. uni- 
forme et constante, la relation («) deviendra 


(?) 


dp dp dp dp 


Nous n’insisterons pas davantage sur ces considérations 
qui font sullisamment ressortir de (pielle manière on tient 
compte des particularités de la question pour d(’-lerminer les 
constantes et les fonctions arbitraires introduites par les 
intégrations. 

295. — Remarque *ur les eqna/ioiis générales. Au 
moyen de ces trois équations, conqdétées suivant les cas par 
celles du n“ 293 , ou résoud toujours le problème, c’est-à- 
dire qu’on exprime r, ?/, ic, p et p en fonction de / et de a-, 
y, Z. Si l’on considèie ces trois dernières quantités comme 
des variables indépendantes, elles désignent les coordonnées 
d’un certain point fixe de l’espace; par suite, les valeurs 
obtenues pour la vitesse, la densité et la pression font con- 
naître ce qui a lieu en ce point déterminé, pendant toute la 
succession du fiiiide en ce même point. Tel est effectivement 
l’ordre d'idées dans lequel nous avons raisonné en ri‘Solvant 
le problème. Mais rien n’empèche d’attacher à ces variables 
x,y , 2 une autre signification, et de les regarder comme 
des fonctions implicites du temps : elles dé'signent ainsi les 
coordonnées d’une certaine moliknilc du llnide, dont la posi- 
tion , éminemment variable, coïncide actnelleinent avec le 
point fixe que nous considérions tout à l’heure. En d’autres 
termes x, y, z sont à chaipie instant les coordonnées d’nne 
certaine molécule dans la suite de son mouvement effectif. 
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Ces eoordoniK-es se iroiivent alors liées à la vitesse par les 
trois é(|ualiüiis fondamentales connues : 





d’oii l'on tire : 

,V />! 

(3) = / vdl, y = y^+ / udt, Z = I wdt, 

Jo Jii Jq 

^ 0 » y»i ‘U désignant la position initiale de la moléeule con- 
sidérée, et X, y, Z, sa position efTectivc au bout du temps f. 
Puisque, an moyen des équations (1) et (2) des n“ 291 et 293, 
nous avons trouvé r, u et te en fonction de x, y, z et f, il nous 
est facile de substituer ces valeurs dans les relations (3), et 
alors nous obiiendrons chacune des trois quantités r, y, z 
en fonction du temps seulement. Ainsi nous lomuiilrons la 
position d’une molécule, choisie a priori , au bout d’un 
temps quelconque, et suhsidiairemeut nous «'valuerons la 
pression et la densité qui régnent autour d’elle dans sa po- 
sition aituelle. 

Cette remarque, qui n'a aucun intérêt réel en ce sens 
qu’on n’est jamais conduit, dans la pratique, à s’occuper 
d’une molécule spéciale et à la suivre dans toutes ses péri- 
péties, est seulement destinée à montrer l’identité des nos 
recluM'ches sur les lluides avec celles de la mécanique géué-- 
rale, et par suite à justifier l’observation par laquelle nous 
terminions le chapitre premier du présent livre. 

296. — Autre remarque, tur la »ubordiuation de l’hy- 
droitalique à rhydrodynamique. Nous avons égale- 
ment fait observer, au même endroit de nuire ouvrage, que 
l’hydrodynamique est absoluuieiit indépendante de l’Iiydros- 
taiique, et que, si dans l’ordre de l’exposition on fait passer 
celle-ci avant celle-là, c’est uiiiqiieinent comme méthode 
didactique, afin de mieux familiariser l’esprit avec l’usage 
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(le la loi de (i aiisiiiisbiuii. Kn’cctiveinciil il n'est pas diflicile de 
voir, ( Il e\:iiiiiiiuiilles jiages ])réc(-deiilcs,que les luis du nion- 
veiiieiil (les fluides lie s’appiiyeiil en aucune ra(;oii sur celles 
de r(j(juiUbre. Je dis en outre que ces dernières peuvent (‘tre 
déduites très-siiuplenient des aiilres. Car, si nous t'i’prenuns 
les équations (1) ci-dessus, et (|ue nous supposions que le 
fluide est en repus, il en résulte iinniédialenieiit (]ue toutes 
les dérivées de la vitesse, par rapport au tenijis on par rap- 
port aux coordonnées, sont nulles; et en conséquence on 
retrouve les relations connues de l’équilibre : , ; 




dp 

dz 


P Z. 


On voit iiièine que ces relations u’ont pas besoin du reqios 
pour exister, mais qu’il suflit que la vitesse du fluide suit 
iinirornie à 1a fois dans le temps et dans l’espace : tel sérail, 
par exemple, un liquide qui, soumis à des pressions qiiel- 
euii(|ues, s’écoulerait unirormémenl à travers un tuyau de 
section constante. 


Éronlenieat permanent des flnides. 


2!I7. — On (lit (pi’nii fluide a atteint \\i\ régime permanent 
d'écoulement lorsque le niouvement des particules (|ui pas- 
sent successivement par un même point lixe d(; l’espace 
(lenieurc identique à lui-ni(‘*me. Ainsi les cinq quantités e, 
U, ir, P et P sont supposées constantes pour un même point, 
mais peuvent différer d’un point à un autre. Il faut regar- 
der chacune d’elles comme étant fonction seulement des 
trois coordoninies x, y, 2 , et comme ne renfermant plus la 
(|iiatriènie variable l. Lu nature nous ufl're un grand nombre 
d’exemples de peruianenee, sinon absolue, du moins assez 
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voisine de la rigueur nialliémaiique pour qu’on n’ait pas à se 
préoeeuper des écarts qui s’y produisent. Le régime d’une 
rivière n’esl jamais l igonreusement permaueiil, el l'on coii- 
çüil au contraire que, d’après la multitude de causes, indé- 
pendantes l’une de l’aulre, qui coopèrent au mouvement, il 
est impossible que l'étal des choses, eu un point quelconque, 
ne subisse pas de modilications d’un instant à l’autre. : et 
même, quand la durée observée est sullisammenl longue, de 
plusieurs jours en lem|)s ordinaire , el de quelques heures 
dans les périodes de débordements , le régime varie d’une 
manière trè— considérable. Mais il n’en est pas moins vrai 
qu’en bornant ses déductions à des durées assez courtes le 
régime nous apparaît comme tout à lait permanent, surtout 
dans les époques de calme. Pareillement, (piand on envisage 
l’écoulement, par un orifice, d’un liquide contenu dans un 
vase où l’on entretient le niveau constant, le mouvement de 
lu veine fluide atteint bientôt un état de permanence où il 
serait difficile de saisir la moindre variation. Ces exemples, 
pris au hasard, montrent assez que les écoulements de fluide 
qu’on peut considérer comme pernianenis se rencontrent 
très fréquemment dans la nature. On peut même dire ipiecc 
sont ceux qui offrent le plus d'intérêt. 

L’hypothèse de la permanence introduit une simplification 
notable dans les équations générales (1) que nous avons 
trouvées ci-dessus. En effet, le second terme du second 
membre disparaît, puisipio les difléreniielles des inconnues, 
par rapport au temps, sont toutes milles. Mais c’est surtout 
dans le cours des calculs que rimportance de celte simplifi- 
cation est appréciable. Quand la ipiestion particulière qu’on 
étudie ne eomporie, je suppose, ipie deux variables indé- 
pendantes, une coordonnée el le temps, on est immédiate- 
ment ramené à n’avoir plus (pi’uiie seule nature de différen- 
tielles, ce qui est d’uu immense avantage pour les intégra- 
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Dans les cas de permanence que nous allons e\aniiner, 
nous supposerons que les forces inoli ices du fluide se redui- 
senl à la seule action de la gravité, et à des pressions con- 
slantcs exercées sur les surfaces libres. 

Kous laisserons de côté les écoulements variables, parce 
que les dillicultés de calcul sont toujours très-graudes, et 
que les résultats appartiennent aux traités spéciaux. 

298. — KeouleiiienI |ieriiiancnt «l’un liquide homo- 
gène par un urillre. Soit un vase quelcoiKpie BAcC , 

rempli de licpii le jusqu'à 
un certain niveau BC. A la 
partie inft'rietire est prati- 
qué un orilice par lequel le 
liquide s'é'chappe. 

On suppose que le fluide 
' est continuellement rem- 
placé par le haut , de sorte 
que le niveau BC ne change 
pus pendant toute la duree 
de récoulemeni. 

Les seules forces motrices sont la pesanteur et les pres- 
sions constantes exercées de dehors en dedans sur BC 
et bc. 

Dans ces conditions, le régime du fluide est permanent, et 
il s’agit de trouver les inconnues habituelles v, u, te, p dp, 
c’est-à-dire de déterminer quelles sont en un point quelcon- 
que la vitesse, la densité et lu pression. 

Je remarque tout d’abord que nous n’avons pas à nous 
occuper de la densité, puisque, le liquide étant homogène, 
cette densité est égale à une constante connue. Restent 
donc seulement r, i/, ic, et p. 

Quelque simple que ce problème paraisse, il n’a pu être 
résolu qu’au moyen d’une hypothèse particulière , con- 
nue sous le nom d’hijpolhé»c du parallélitme de» Iran- 
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chex, due à Duiiiel Iteriiouilli. Elle consiste ù udiiipili e (|tie, 
[H'iiduiit le niuuvemeiil gcnéi nl de descente de la masse, les 
tranches liori/.unlales ti'ès-ininecs, dans lesquelles on peut 
concevoir le liquide décompos(‘, se rcinplacent successive- 
ment, de telle sorte que, si l’on imagine deux tranches d’i'gul 
volume, à des hauteui’s quelconques, la plus élevée devra, à 
un certain moment, occuper exactement la place de la plus 
basst“, et, pendant cette descente, elle aura conservé toutes 
les mêmes molécules qui la constituent à l’origine du mou- 
vement, sans les échanger en route avec celles des tranches 
voisines. Cela revient à admettre que les vitesses liori/.unta- 
les sont nnlles,et que les points du fluide se meuvent seule- 
ment dans le sens vertical. 

Cette supposition, qui semble assez naturelle loi’sque. le 
vase a ses parois verticales et offre par conséquent une 
section constante sur toute la hauteur, ne peut évidemment 
être vraie lorsque la section varie. Car il faut bien, de toute 
nécessité, pour qu'une tranche en remplace une autre, plus 
large ou plus étroite, que certaines des molécules situées 
sur un même plan horizontal se détachent obliquement pour 
aller se placer un peu au-dessus ou un peu au-dessous ; de 
telle sorte que la nouvelle hauteur de la tranche s’établisse 
en raison invei’se de la surface de la section. Mais ces mou- 
vements obliques paraissent cli c assez petits, au moins quand 
le mouvement général n’est pas rapide et que la section du 
vase ne varie pas brusquement, pour qu'on puisse, à bon 
droit, négliger les composantes horizontales des vitesses. 

Grâce à cette supposition, le problème se trouve grande- 
ment simplifié, puisque v et h sont nuis, et qu’il ne reste 
plus que les deux inconnues w et p. 

Pour les déterminer, recourons aux équations (1). 

Les composantes X et Y de la force motrice sont nulles : 
L = g. (Nous laissons Z positif, parce ipie nous supposons 
que l'axe vertical des 2 soit mené de haut en bas.) 
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Les deux premières des équations (1) disparaissent, et la 
troisième se réduit à 


1 dp ^ 


fj dz 


vo 


djv 
dz ’ 


dans cette équation, p représente la valeur constante de la 
densité du liquide \ 'z l’ordonnée verticale d’une tranche ho- 
rizontale inriniinent mince MN M'N', arbitraii-euient choisie 
dans le fluide ; ir la vitess<( verticale de cette traiwlie, c’est- 
à-dire la vitesse de descente que prennent successivement 
toutes les parties du fluide en ti’aversanl le plan lixi; M ; et 
P la pression, rapportée à l’unité de surface, (pii règne dans 
la susdite tranche. 

Intégroirs cette équation par rappi^irt à seule variable 
indépendante; il vient, en reniarquanl que irdm — d\ ic^ : 


(2) P = pgz— ; piu’ -P coiist . 

La valeur de cette constante, introduite par rinti'graliou, se 
(bUermine, comme on sait, d’api ès les particularili'S connues 
du nionv(;inent. Ici, il faiitqii’à la siirfacelibre B C, c’est-à-dire 
pour : = o, la pression p soit pri-cisément égale à lu pres- 
sion siipei'ticielle donnée, que je désignerai par r; il faut 
aussi que w r(‘pivsciite la vitesse de descente en ce même 
niveau BL, vitesse qui, d’api'ès la contimiiti- du fluide, est 
((gale à IC multipliée par le rapport invei-se d('s sections BC, 
et -VIN ; de sorte que si A et a désignent ces deux sections, 

la vitesse dont il s’agit sera représentée par w -r. Par conse- 

A 

quent, la valeur de la constante se trouvera détermim-e par 
la relation 
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d’üù consl. = t: -1- î fl I»’ T-: . 

‘ A 

Siibsiituons dans lV‘ijiiatioii (2) ; celle-ci deviendra : 

(3) P = r + fÿî - { f-n- ■ 

Telle est la relaliüii ([ui existe entre la pressiun et la vitesse, 
poni' une hanteni' ({iielcoiuiue z. 

Nous n’avons pas encore tenu compte de la pression exlé- 
rienre de dehors en dedans sur rorilice hc, pression qui fait 
partie de renseinble des forces motrices du lii|uide, et que 
je di^siguerai par tt'. Pour iuiroduiie cette donnée, il sullit 
d'appliciucr la relaiion (3) à l’orifice lui-même. O» a alors 

(4) 7r' = 7r-t-p;//i — ïpY^ ^1*- ; 

h représente la hauteur du liquide au-dessus de l'orilice, a 
la surface de cet orilice, et V la vitesse correspondante du 
fluide, vitesse qui est précisément la vitesse de sortie. 

De là, on déduit : 



Cette vitesse à l’orilice étant ainsi déterminée, on obtient 
aisément celle (pii règne dans une tranche quelconque, 
laquelle est égale à V multiplié'e par le rapport inverse 
des sections. Dans la plupart des cas pratiipics, les pressions 
superliciellcs cxerci’cs sui' BC et hc se réduisent a la pr("s- 
sion atmosphérique. La dilférence entre h?s deux est égale 
au ])oids d'une colonne d’aii', de même hauteur que le li- 
quide. Ce poids est négligeable en présence de celui du li- 
quide lui-même, en sorte que t:' — ~ est supprimé dans la 
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valeur ci-dcssiis. On a alors simpleinenl pour la vitesse :» 
l’orifice 



et pour la vitesse à une section (|uelconque, de surface «, 


( 7 ) 



La grandeur de la pression p, en une section du liquide, 
peut maintenant être déterminée ; il suflit de remplacer w 
par sa valeur dans la relation (â). On obtient alors, après 
les réductions de calcul : 


J 

(8) P = TU- — pÿ/i J Y 


Dans l’iUat d'équilibre, cette pression serait T: + pgz; donc, 
dans l’étal do mouvement, elle esi diminuée ou augmentée 
d’une (piantité dont le signe et la grandeur dépendent des 
rapports entre a , A et *. Celte valeur générale de la 
pression se vérifie immédiatement pour l’orifiee lui-méme, 
puisqu’on a alors z = h, a.— a; par suite le multiplicateur 
Iraelioimaire du dernier terme devient l'unité, et p est égal 
à:t; ce qui est justement l’iiypotliése. 

299. — Si l’on suppose que l’orifice a est très-petit par 

rapport à la surface supérieure A, on pourra négliger^ 


1 1 

dans les formules ; ainsi que t devant 

A a 


18 . 
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Los l'ointions (f>\ (7) ci (8) sc simplincnt, et se clinns*''" 
ilnns les suivantes : 

(G 6iit) y =: \/'2gli , Ç1 (lis) w—~y^‘iiih 
(8 bis) /J = t: H (iÿ2 — [/gh a- ( — -^) . 

La première nous monlre que la vitesse des molécules 
fluides à la sortie est ('■fçale à celle qu’elles acquerraient si 
elles loinbaieni libi'emeiil dans le viili’ d'une hauteur préc’i- 
sé'inenl égale à celle du liquide au-dessnsde l’oritice. C’est ce 
que vérifie r(‘xp('-rience ; car, si on adapte à l’orifice un liiyaii, 
et qu'on le m-ourbe d(! manière à ce rpie les mob'-cnles en 
soi'tent avec des vitesses verticales, de bas en bani, on ob- 
serve que la veine fluide remonte sensiblement au niveau de 
la surface libre du vase. 

La seconde furniule fait voir que la vitesse, à une section 
quelconque, est indépendante de sa profondeur dans le li- 
quide, et ne dé*pend(pie delà surface de celle section, ce qui 
résulte d'ailleurs immédiatement du principe d»‘jà invoqué 
de la conlinniti! du fiuitle. D’après cela, la vitesse est la 
même pour toutes les sections égales ; et, si le vase ('•lait un 
cylindre vertical, perc(- à sa base infin ieiire, la masse. tout 
entièi'e du fluide descendrait avec une vitesse égale en tons 
les points. Celte vitesse jc est d'ailleurs, (luclle (pie soit la 
fornu! du vase, toujours moindre que la vitesse de sorlie; 
car, pour qu'il en fût antremeni, il faudrait que la seciion 
considénie fût plus petite que l’orifice lui-mème. .Alais alors 
ce serait, à pi'opremenl pailer, celle section (jui serait l’ori- 
fice de la porlion du vase s'tué au-dessus. 

Enfin, la troisième expression nous appreinl que 1 1 pre.s- 
sion statistique - -E ç,gz est toujours diiniiiiu'e on angmenti'-e, 

1 1 

dans le mouvement, suivant le signe du mulliidicalenr^ — — , 
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(lire siiivanl fjne a est plus petit un plus gniiid que A. 
Ainsi , là uii le vase se iTlr(‘eil de liant en bas, la pri'ssion 
est (liininnée ; là oii il s’élargit, elle est anginentée. Pour tons 
les points (jii la section est égale à la sni'l'aee libre, la pres- 
sion reste la ni(‘nie (pic dans l'i'lat d’i'ipiilibre. Si le vase 
est à parois verticales , la pression, un peu an-dessns de 
l’orilice , ainsi (juc sur tonte la liantenr, est [in'-cisénieiit 
celle ipd s’établirait dans le fluide en r(‘pos. 

•Instpriei, nous avons supposé l’orilice |iercé dans le foud 
liori/.oiitai.dn vase. S'il était pratiqué dans nue paroi laté- 
rale, l’hypotluîse du parallélisme des tranches, sans être 
aussi rigonrense, est m'aiinioiiis ass(-z voisine de la vérité 
[tour qn’on continne à s'en servir ntilcinent. Nous adiiiet- 
Irons donc (|ne les résultats prixédciils conviennent à toutes 
sortes d'orifices, pourvu ipi'ils soient snflisaininent petits par 
rajiport à la snrl'ace libre dn liquide dans le vase. 

300. — l^es recherches anxiiuelles nous venons de nous 
livrer permettent de résoudre un problème accessoire, qui 
n’est pas le moins intéressant dans la pratiipie. Il s’agit du 
débit on de la quantité de liquide sorti par l’orifice dans un 
temps doniK-. Pour évaluer ce débit, il faut évidemment 
multiplier la section de l’orilico par la vitesse à la sortie et 
par le temps considi'ri'. Ainsi, pour une durée T, le volume- 
(le liquide débité sera ('-gai à nV'l', on à <tï \/tgli, vl\c 
poids de ce même rninide sera exprinn- par fj 7 «T 
L’expi'-rience montre que le d(d)it on la d(*pense de liquide 
n’est guère que les quatre ciinpiièmes de la quantité que 
nous venons de calculer. Iletle dilTérence tient, non pas à ce 
que la vitesse de sortie est inexacte, mais à ce (|ue nous 
avons admis tacitement (pie la veine fluide sortait du vase 
en all'eclant la Ibrine d’un cylindre ayant pour base la sec- 
tion (le l’orilice. Celte supposition n’est )>as fondiV, et l’ob-5 
servalion dii ecte des phénomènes inoulre que les molécules’ 
fluides, an lien d’avoir des viu-sscs perpeiidicniaiix-s au plan 
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de l’orifice, ont au contraire, — du moins certaines d’entre 
elles, — des vitesses ubli(|ucs, en sorte qu’elles convergent 
à la sortie. La section r<-elle par laquelle passe la dépense 
n’est point celle de l'orifice, mais bien cette section contrac- 
tée aux quatre cinquièmes environ, qui existe un peu au 
delà. 

Il demeure entendu que riiypoihèse du parallélisme des • 
tranches, sur laquelle se fonde le calcul de la vitesse d’écou- 
lement, ne subit pas d’atteinte en cette circonstance, et que 
c'est uniquement cette autre hypothèse de la perpendicu- 
larité des vitesses au plan de l’orifice, qui se trouve considé- 
rablement en défaut. Nous ne devons pas en être surpris, 
puisque nous ne nous sommes nulleinent enqiiis de ce qui 
peut se passer aux environs de la sortie, où le changement 
brusque des se*;tions traversées doit apporter des pertur- 
bations incoiinues dans les mouvements individuels des 
molécules. 

301. — La solution que nous avons déduite des équations 
générales du mouvenicnl des lluides peut être obtenue di- 
rectement, à l'aide du principe des forces vives. 

tn efl'et , laissant aux nutations déjà employées leurs 
mêmes significations, nous voyons que la masse fluide écou- 
lée par rorifice pendant riiistant dt est ('-gale à paVrf/, et 
que sa force vive a pour expression ’ \^oa\df. Quant au 
liquide contenu dans le vase, il ne reçoit aucun gain ni 
perte de force vive, puisque le niveau est entretenu à la 
même hauteur, et que tout se passe dans le vase après 
comme avant. Le terme ci dessus représente donc la totalité 
de la force vive produite peudant i’inslanl r/l. Les forces mo- 
trices qui ont développé un travail correspondant se rédui- 
sent à la gi'uvité et aux pressions exercées de dehors en de- 
dans sur la surface libre et sur l'orifice. Or, si nous conce- 
vons le liquide décomposi* en ti’auches horizontales ayant 
chacune le volume a\dl du fluide sorti, l'action de la gra- 
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vilé consisicru, en vcrlti de l'Iiypotiièso du parallélisme, à 
faire remplacer cha(|ue truiiclie par celle «pii lu surmonte 
immédiulemeiit, ou, ce (|ui vient niiméri(|iieinent au même, 
ù faire descendre une seule tranche depuis la surface libre 
jusqu'au niveau de l'orifice. Le poids d'une tranche étant 
fig.aXdl, le travail dont il s'agit sera mesuré par pg.a\dt.h. 
Quant au travail des pressions extérieures, si l'on admet que 
la pression est la meme, par unité superficielle, sur le plan 
supérieur et sur l'orifice, les forces qui en résulteut sont en 
raison inverse de ces sections; d'autre part, les parcours 
qu'elles effectueiil sont représentés par les longueurs dont 
descend, pendant rinstantrf/, la surface de niveau primitive, 
et dont s'avance la têU‘ de la veine iliiide ; ces parcours sont 
inversement proportionnels aux sections corix'spuiulaiites. 
Donc les travaux sont égaux numériquement; et, comme iis 
sont visiblement de signes contraires, leur soninie est nulle. 
De là suit que l'équation des forces vives a cette forme 
simple ; 

; Vfpa Vrft = pgaMdl.h , 
qui se ramène à l'expression connue 
V’ = 2gh . 

Quelque expéditive que soit celle méthode, il nous a paru 
préférable de recourir d’abord à la ihéoritt gt-nérale, qui, 
entre autres avantages, a celui de mieux rendre compte du 
degre de rigueur qu’on doit attendre des résulUils obtenus, 
dans cha(|ue cas particulier. 

302. — Écoulement permnnent d’un gaz pur un ori- 
fice. Nous voulons résoudre ici pour un iliiide élasti<|ue 
le problème que nous venons de traiter pour un fluide, in- 
compressible. Nous considérons un gaz contenu dans un 
vase, d’où il s’i'-chappe par un orifice, avec un régime per- 
manent. 11 s’agit de trouver la pression et la vitesse en une 
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section (|uelcuti«|u<‘, et pRrlicuiièivmeiit ù la section de 
sortie. 

L’ceouleincni du gaz n’est pas ordinairement produit, . 
eoinnie celui des liquides, par une certaine charge de fluide 
au-dessus du plan de rorilice; mais un le détermine au 
moyen d’une pression e\<Tcée sur la masse élastique , cl 
maintenue constamment en excès sur celle qjii règne dans 
le milieu où le gaz s’écoule. Les appareils conniis sous le 
nom de gazomètres rournissent un fort bon exemple de ce 
genre de mouvement. 

D’après cela, si l’on se reporte au problème précédent, et 
que, sans rien changer à la ligure, on imagine sculeincnt 
qu’il s’agit d’un gaz au lieu d’un licpiide, nous voyons que les 
pressions désignét's par - et t:' seront ici essent'ellenient 
inégales, r surpassant toujours et qu’au contraire la force 
motrice négligeable sera la pesanteur, qui donne lieu dans 
les formules au terme p</r, quantité fort petite par suite de 
la faible valeur de la densiti' du gaz. 

Du reste, la manière de raisonner sera absolument la 
même, cl nous continuerons à faire usage de l’hypothèse du 
parallélisme des tranches. 

Il y a lieu toutefois de rcmar(|ticr que la densité p ne 
pourra plus être supposée constante en tous les points ; 
mais, d’une section à l’autre, elle varier;i en raison dire«-te 
de la pression, conformément ù la formule fondamentule 
/> = /rp. 


Os jiréliminaires posés, la question n’oITre plus amiine 
dilliciilté, et n’csl que la reproduction de la précé-denle ; 
nous allons l’exposer rapidement en conservant les mêmes 
notations. 

L’équation générale du mouvement, convenable au pré- 
sent cas, sera toujours la troisième, 

,, 1 dp dw 

0 , 
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d;ms luiufllc il laiil iciiir coiiipto do co <iue 9 — ^- LV^ua- 
lion devient : 

k‘^=9dz — diw\ 

d’üii, en intcgi|aiil: 

k log P = gz — \ ir’ -f- cotisl. ; 


et, en négligeant r/;, (|iii est une quantité tiès-|>elitc pur rap- 
purt à A: log/) on u sinipicinont 

(2) 4: log /; = — ; ii'“ + const. ' 

Nous déterminerons la constante par 1 1 condition que sur 
la suiiacc B(] la pression p est égale'à la pression motrice 
connue tt; quant à la vitesse en cette même section BC, elle- 
est égale à w multipliée par le rapport inverse des produits 
des sections par les densités ou les pressions : c’est la con- 
séquence de la continuité du Iluide. La vitesse dont il s'agit 

OLP 

est donc représentée par w La constante est ainsi déter- 
minée par la relation 


d’oii 


k log t: = — w- ^ -I const. ; 

A 7T' 

const = A log t: -L î . 


L'équation (2) devient couséquemiuent : 


( 3 ) 


Alog''=-;m^(l-g). 


' la; coelllcient k est un numbre Ircs-giand (iiii, i>i>ur l'tir par evcni|‘lr, 
ii>.«t |■«.s inféiipur A 7,ono fois le nombre ÿ. 
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Appliquons cette relation à l'orince iiii-ml^me où la pression 
est égale à n’ : nous aurons, en cliangcant le signe du second 

membre et en remplaçant en même temps log ^ par log 

nous aurons, dis-je : 



Par suite, la vitesse à une seclion quelconque aura pour 
valeur : 



Celte expression contient la pression p, qui n’a pas encore 
été déterminée : il faut tlonc éliminer cette inconnue eulrc 
les é(|ualions (7) et (.3). On trouvera ainsi ic, et subséquem- 
ment p. 

>ous n’insisterons pas davantage sur ce sujet. Nous nous 

bornerons à remarquer que généralement la quantité 

peut être négligée, parce que l’orifice a est beaucoup moin- 
dre que la section A ; en sorte que les valeurs de V et de w 
prennent des formes plus simples : 

(6 few) V = y/a k iog;;5> 2 A log ^ 
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et, par suite, en substituant w dans i équation (3), il vieut, 
pour déterminer la pression : 


(S) 


1 

lüi 

•«g 5 

7T 



1 



La dépense de gaz donne lieu aux mêmes observations 
que la dépense de liquide, en ee qui concerne la manière de 
lu calculer et riiicxaclitude due à la contraction de la veine 
à la sortie. 

Il est à |>eine besoin d’ajouter que, si la direction de la 
pression motrice et, par suite, de l'axe des z a été sup- 
posée verticale, c’est uniquement pour ne pas changer la 
figure. Dans les liquides, cette dinu tion était naturellement 
indiquée par la pesanteur; mais ici, ou l’on néglige les ac- 
tions de cette force, rien n’empéclic de supposer aux parois 
du vase et à la pression superficielle une inclinaison tout à 
fait quelconque. L’axe des coordonnées sera, de son côté, 
incliné de la même manière ; et les équations précédentes 
subsisteront toujours intégralement. 

On présenb! fréquemment dans les traités quelques autres 
exemples, tels que ceux d’écoulements permanents à travers 
des tuyaux. Mais ces questions n’ont d’intérêt qu’aiilant qu’on 
y tient com|ile du frottement. Ou entre alors, d’une façon 
évidente, dans le domaine de la mécanique appliquée. Nous 
devons donc en rmivoyer rexameu à la seconde partie de 
notre ouvrage, où leur place naturelle est marquée d’avance. 

Nous terminerons ce chapitre par (pielques considérations 
sur la résistance des fluides en mouvement. 
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ltt‘KiKtiinfc (leü fluidev. 


."ü3. — On iioiniiie (‘Il goiR'i'ul ivVr/A/fiwci? </'«// fluide un 
effort et contraire à celui (in’il faut développer pour 
maintenir iniiiiobilo nu corps solide placé dans le conraiil 
de ce fluide, ou pour lui faire ])reiidre un inonveinenl quel- 
concpie, ilifférenl de celui du fluide. Ce second cas se ramène 
)-\ideinnieiil au preniier; car, (|uel ipie soit le inouveinnH 
(jii'ou fasse prendre au corps, rien n’euipèclie d’imaginer qiu; 
le système entier du corps et du fluide re(;oivc un mouve- 
ment eoinniiiii, égal et contraire à celui du corps. Ce d<-r- 
iiier sera eonime un corps maintenu imiiioMIe dans un 
couiaill fluide, dont le mouvaunent résulterait des deux au- 
tres, et en serait la somme ou la différence selon que le 
corps se mouvrait en sens <-ontraire. du fluide? ou dans le 
mèmc.sens. 

Nous ne nous occuperons donc que du cas où le corps est 
supposé immoliile. 

Ici deux questions se présentent, suivant que le coi’ps re- 
çoit simplement le choc d’une veine llui<le, d'un diamètia; 
notablenuuit inférieur à sa propre section transversale, ou 
suivant qu'il (?st enlièi'ement plongé dans un courant (pii 
l'enveloppi? de touK's parts. 

La solution complété de ces ijnestions ne peut pas être 
obtenue,, parce qu'elle exigerait la connaissance parfaite du 
mouvement du fluide, connaissance (pii d(‘pend elle-même 
d’équations diffi'u-cntielles (pi'oii ne sait pas iuti'grer. Tout 
ce (pi'oii a |ui faire jiisiprici se r('•sume à fort peu de chose, 
savoir : r(^'alnalioii de l’efl’ort exercé par une veine fluidi; 
ipii jaillit, eu s'évasant, contre un plan, dont réteiidiic est 
assez, grande pour que toutes les molécules puissent être 
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nonsidérres comme preimni, avant de? iiiiillcr ce plan, des 
vitesses qui lui sont cxaetenicnl tangenlielles. 

Pour rimmei'siun cüinplèle, on en est réduit, mèinô dans 
les cas les pins simples, à une rormule absoliimeiU arbi- 
traire, qui n’a d’autre légiliiiiilé que c(‘lle (|ue peuvent lui 
faire acquérir des observaliuns directes. 

30/i. — Nous traiterons excl nsi veinent la question du 
choc de In veine lluide, dans les conditions très-restreintes 
que nous venons de spécilier. 

1“ (ilioc d’une veine liori/.onlale contre un plan vertical. 

— Soit .\l5(;i) un tuyau 
évasi' d’oii s'échappe une 
veine, dont Taxe Ox est 
liori/ontal , et qui vient 
heurter contre un plan 
fixe verlical SS. On de- 
mande quelle est la valeur 
de la force 1’ ipi’il faut 
appliquer à ce plan, en 
sens contraii’e de la gerbe 
et à sou centre , pour le 
maintenir immobile malgré la poussée de cette gerbe. 

Soit mu la section normale du Inyan, avant l'évasement, 
s<-ction qn'on peut considi'-rer comme le véritable orilice de 
sortie. .Appelons « sa surface et V la vitesse du fluide. 

On sait, d'après nn théorème de mécani(|ue gémérale, que, 
si l'on projette sur une même dii'ection les forces et les vi- 
tesses du système, l'iinpiilsion élémentaire des forces est 
é'g.'ile à la variation élémentaire de la quantité totale de 
monvement (n" 131). Or, si nous prenons l'axe Oar pour 
droite d(! projection, l’impulsion élémentaire de la force pro- 
jetée sera IV/, puisque 1’ est parallèle à Or. Quant à la va- 
riation de la (piantité de mouvement, remarquons : 1° que, 
pendant l'instant r//, il jaillit une masse llnidt' é-gale à [uiVdt, 


/V 

VI' C., 



B 

Ji 1 !)’'] 
1 


./■P 


Fifî. S'i. 
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animée de la vitesse V parallèle à Oj-; 2° que toutes les mo- 
lécules se remplacent successivement sur le plan, et qu’après 
comme avant ccl instant la nappe tluide étendue se trouve 
absolument dans les mêmes conditions; 3° qu’une masse 
fluide, égale à celle qui a jailli, a dii quitter le plan, et Fa 
quitté en elTet, avec des vitesses taiigentielles, c’est-à-dire 
perpendiculaires à Ox. Donc, il y a eu pour la totalité de la 
nappe fluide une perte de quantité de mouvement, repré- 
sentée précisc-meiit par celle que possédait la masse qui a 
jailli. Or, cette dernière quantité de mouvement est expri- 
mée par X V ; en conséquence, ou a la relation 

P (U = fa\dt X V , 
ou, en elTaçant le facteur commun dt, 

(1) I'=paV’. 

Si la veine jaillissait verticalement, de haut en bas, il fau- 
drait évidemment augmenter l’elTorl d'une ipiantité égale et 
contraire au poids de la nappe étendue sur le plan, actuelle- 
ment horizontal, et l'on aurait 

(2) P = paV>-+-ll, 

11 étant le poids de cette nappe. 

Si la veine jaillissait, au contraire, de bas on haut, on 
aurait 

(3) F = poV=-ll; 

2° Choc oblique d’une veine iiiclinée, contre un plan pa- 
reillement incliné. 

Soilüx la direction de la veine, et SS celle du plan. Soit 
b> l'angle de ces deux directions, et i l'angle du plan avec la 
verticale. 

On peut concevoir la vitesse V de la veine décomposée en 
deux autres, l'une normale au plan et égale à Vsineo, l'autre 
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parallèle au plan. La première produit seule l’efTet du choc, 

et celui-ci a pour expression, 
d'après ce qu’on a vu plus 
haut, pa\dl.\ siuu. Mais en 
même temps, il faut tenir 
compte de ce que le poids II 
de la nappe fournit une com- 
posante normale II. cos *, 
dont l'impulsion élémentaire 
est n cos t. dt. Ou a donc la 
relation 



Fig. »5. 


Pdt = paVd(. V siu w -H 1 1 cos i'(/f , 
d'où (1) P = pa sin w cosi. 

Si le plan est vertical, l’effort se réduit à 


(2) P = pa sin w V’ . 

Tels sont les seuls résultats théoriques satisfaisants qu'on 
ait su obtenir dans ce genre de recherches. 

Quand les molécules ffuides quittent le plan avec des vi- 
tesses qui ne sont pas tangenticlies, la difficulté consiste à 
déterminer la direction exacte de ces vitesses : car, cette di- 
rection une fois connue , il suffit de retrancher la quantité 
de mouvement, (pii leur correspond, de celle qu’avaient les 
molécules à leur sortie du tuyau. On voit ainsi que toutes 
les molécules dont les vitesses reviennent en arrière ont 
poui- résultat de diminuer l’effort que supporte le plan. 
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MOUVEMENTS SPÉCIAUX 

* ET 

MACHINES THÉORIQUES. 

— ■ " ■ 


CHAPITRE PREMIER. 

MOrVKMKNT DES l'ROJECTIl.ES. 


Nous nous proposons dans ce chapitre d'étudier le mouve- 
ment d’un corps solide, doué d'une vitesse initiale, et sollicité 
par deux forces , dont l'une est constante en grandeur et en 
direction, et l'autre variable en raison directe du carré de la 
vitesse. Ce mouvement est, à peu de chose près, celui des 
projectiles, c’est-à-dire celui des corps solides physiques, 
lancés dans l'atmosphère sous une impulsion quelconque. 
La force constante est alors la pesanteur ou le propn; poids 
du projectile, et la force variable la résistance de l'air qui 
II. „ ’ 
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.igit en sons conli".iiro <Iii monvi'niont, et dont l'intonsité est 
sonsiblonioiu proporiioniidlc au carrô do la vitesse. Le moii- 
vomeiU lliooriqiio que nous allons oalculor ii’esi pas oxaolo- 
monl eoliii qu’oii observe dans la naiiiro, mais il on diffère 
assez pou pour qu'on puisse le lui assimiler, lorsqu’on n'a 
pas besoin d'une irès-grande approximation. 

Nous examinerons deux cas , selon que la direction de 
l'inipulsiou initiale coïncidera avec celle de la force cons- 
tante, ou qu’elle formera avec elle un angle qiielconqu<‘. 
Quant à la force variable, nous supposerons toujours qu’elle 
a la même direction que la vitesse, et qu’elle agit en sens 
contraire, r’est-à-ilire comme une résistauco au mouvement. 

Quels que soient les points d’appitcation des forces sur le 
solide, on peut admettre qu’elles agissent directement au 
centre de gravité. Cette bypotbèse revient à négliger une 
rotation autour de cc centre, qui n’en altère nullement la 
translation absolue. En d’autres termes, nous ne considérons 
qu(; le mouvement du centre de gravité lui-même, sans nous 
préoccuper des mouvements individuels des divers points 
du corps. 


PRIÎ.MIER ('.AS. 

Li’tnipuliilon a la même «iireelioii que la force 
constante. 


SOS. — Le mouvement est nécessairement rectiligne, puis- 
que la vitesse initiale et les deux forces ont, S l’origine, la 
n)ême direction, et que rien, par la suite, ne vient changer 
cet état de choses. 

Soit donc AX la direction commune, Ü l’origine du mou- 
vement, et G la position du centre de gravité du corps au 
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l)uul d'uu lenips qiiolcünquc. Suit x la distance purcüurue 
OG, et r la vitesse du inuhile. 

Désignons par a la vitesse initiale , (jni est dirigée de 0 
^ vers X; supposons que la force eonsianle agisse dans 
le même sens, et repi’ésenlons-en la grandeur par 1’. 
y Quant à la force variable, 4*lle agira en sens conti aire 
du inonveineni , c’est-à-dire de X vers ü, et nous en 
reprtisenlerons la grandeur par llr’, II ôtant une 
constante. Soit enfin tn la masse du corps. 

Cela posé, l'i'-quation unique du mouvement s’éta- 
blira sans peine, en exprimant que la différence des 
forces constante et variable est égale à la masse multi- 
pliée par l’accélération, ün a donc 

(1) = 

Fit. M. 

Avant de poursuivre, nous allons mettre la valeur de la 
constante H sous une forme qui convienne mieux à la symé- 
trie dn calcul. Cette quantité II désigne évidemment ce que 
devient la résistance pour une vitesse égale à l’niiiié. Or, 
soit k une vitesse telle que la résisUmee correspondante 
H ** soit précisément égale à la force P : on ponria rem- 
placer II par cette expression ^ ce qui donnera à la rela- 
tion ci-dessus la forme : 



P — 



= m 


dv 

di’ 


Divisons tous les termes par m, et représentons — par p; 
la relation devient finalemimt : 


(5) 


19 . 


pr’ dr 

^-W = df 
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C'est là qu’il f:iul dédiiiie lu vitesse, et par suite la lon- 
gueur parcourue, uii bout d'uii temps quelconque. 

Ou obtient, par des transformations faciles à suivre ; 


et 


, A'-(/p k i (Iv Un \ 


... , A'-t-o 

pi — ; k loR nép -7 1- (. ; 

n — l’ 


C désiRiiant une certaine constante que nous délermiiierons 
par la condition qu’à l’origine du mouvement la vitesse r est 
précisément é-gale à la vitesse d’impulsion a : ce i|ui donne 


(3) 




k log nép I J 


k~\- (I 


k+v\ 
k — rl' 


Supposons, pour plus de simplicité, qu’il n’y ait pas de 
vitesse initiale. Cette éipiation se réduira à la suivante ; 

(/») pt = J A log nép . 

La valeur de r> se met dès lors très-facilement en évidence : 


(à) 


i’ =k 




4- e 


E‘ 

k 


EL 

k 


La longueur x s’en déduit, pai- la relation Ux = rtl/, il’où 


( 6 ) 


k\ , ( 

X=— lOR. i \ 


E 

k 


)■ 
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On peut :ius>i coiisoi’ver à x son expression en tbnclion de 
r, ce qui donne 

( 7 ) 

Ces formules fournissent la solution complète de la ques- 
tion, puisqu’elles permettent de trouver la vitesse du mobile 
et la longueur parcourue au bout d’nn lemps quelconque. 

306. — La conséquence la plus intéressante à signaler, 
c’est qu’à mesure que le temps écoulé augmente, le mouve- 
ment tend de plus en plus à devenir uniforme. Si nous re- 
prenons en effet la formule éS) ci-dessus, ‘nous voyons que, t 

croissant indéfiniment, le terme <? * diminue lui- meme 

au delà de toutes limites , et que r se réduit sensiblement à 
k : ce qui vent dire qu’à mesure que le temps augmente, la 
vitesse augmente aussi jusqu’à devenir égale à celle qui cor- 
respond à une résistance qui contre-balance précisément la 
force motrice constante. Il est bien certain qu’une fois l’équi- 
libre établi enti'c ces deux forces contraires, la vitesse ne 
peut plus ni augmenter ni décroître , et que le mouvement 
doit demeurer uniforme. Cette uniformité s’établit approxi- 
mativement dès que la valeur de/)/ est devenue suffisamment 
grande par rapport à k ; mais l’uniformité mathématique 
n’a jamais lieu , puisqu’il faudrait pour cela que le terme 
yi 

e * fut rigoureusement nul , ou , ce qui revient au même, 

que le tem()S écoulé fût infini. 

On se rend tiès-bien compte que, d’uné part, l’uniformité 
doive se produire toutes les fois que la vitesse est égale à k 
ou que la résistance détruit exactement la force motrice, et 
que d’autre part un mouvement varié, qui s’efl'ectue comme 
nous venons de le voir, ne puisse jamais atteindre cette uni- 
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foi mité parfaite. Car, à mesure que la résistance approche 
d’égaler la force motrice, par suite de raugmeutatioii conti- 
nuelle de la vitesse, raccélération ultérieure devient néces- 
sairement de moins en moins sensible, à cause de l'alTaiblis- 
sement de l'acliou qui la détermine : le temps employé par 
la vitesse pour fraiicliir uu degré de plus, si je puis ainsi 
dire , est d'autant plus grand qu’elle en a moins à franchir, 
et qu’elle est plus voisine de cette valeur k qui est la limite 
théorique. 

Toutes choses égales d’ailleurs, l’uniformité est d’autant 
plus lente à s’établir que la quantité k est plus grande : et 
c’est ce qui doit être; car k désigne la vitesse qui corres- 
pond à une résistance égale à la force motrice. Si cette vi- 
tesse est très-grande, c’est que la résistance ejt relativement 
très-faible, et par conséquent il faut un temps très-long pour 
qu’elle arrive à neuti aliser la force moti ice. 

A la limite, c’est-à-dire lorequc k est nul, la résistance 
disparaît, et le mouvement n’est plus produit eu réalité que 
par la force motrice. Ou doit ainsi retomber sur les foimules 
connues du mouvement uniformémeiU accéléré. Ou le vérifie 
aisément, en développant les valeurs ci-dessus de r et de x 
en séries convergentes : 


k 


1 




-h. 


p’î! 

2 ^ 


X 


P't“ . 
2 12 A ’ 


En y supposant k infini, uu a simplement r=pt et x=ï 
307. Les résultats sont dilTéi'enls lorsque la force motrice 
agit en stms contraire de l’impulsion initiale. 

Alors en effet on a : 
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^2) 




dv 

'Tl' 




ce qui donne, par lu inènic transl'ornuilion tine précédem- 
ment, 


pdi = — 


k~dv 


d’on, en iiitégraiil et désignant par a la vitesse initiale du 
mobile, 

pt a V 

(3) ^ = arc tang — arc tang ^ . 


Pour avoir la valeur de la vitesse eu fouelion du temps, 
posons 

arc tang ~=A, et arcung^ = B, 
il en résulte 

Pi — 


k 


tang B : 


A — B, et B 




U 

. . . P ^ ^ 

tang A — laiig 


sinV 

f£ 

pi 
COS ~r 


l-f-tangA taiig^’- 


• 

sui -, 

. a k 


k pt 


CÜS 


remplaçons tang R pur sa valeur -, on obtient, après les 
réductions convenables. 


*(: 

(15) r=— A 


pt , ■ pt 
a cos , — k SU) V 


P‘ 


a siu -f- A cos ^ 
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En mullipliaiil par dt, intégrant de nouveau et exprimant 
que pour /=o on doit avoir ar = o, l’expi'ossion de la lon- 
gueur parcounie devient : 

... k‘‘ . , ( a . pi pt\ 

(6) log **«P s*" + ““ A: 7 ’ 

On tituivcrait aussi x en fonction de v, en remarquant que 
— > d’où 


( 7 ) 



A*-4-a“ 
A-* 4- e* ■ 


Avant de poursuivre, nous ferons remarquer immédiate- 
ment que ces formules s’appliquent au cas où il n'y a pas de 
résistance, et donnent alors les résuluts connus du mouve- 
ment uniformément retardé. Reprenons en effet la valeur 
précédente de r, et écrivons-la : 


, pt 
« A- cos S- 


sin ^ 
k 


• P' 
asm 


- Acos 


P‘ 


asm 


P' 


k cos 


P* 


Si l’on y suppose k infini, ce qui correspond au cas où il n’y 
a pas de lésistance, ces termes prennent une forme indéter- 
minée. Mais divisons numérateurs et dénomiuateurs par k ; 
le premier terme se réduit à a, lorsque k=x> ; quant au se- 

irond, il devient k sin ou ox . Remarquons que, lorsque 

k est très-grand, ^ est très-petit; par suite, on peut rem- 
placer le sinus de cet arc par l’arc lui -môme : dès lors 
A sin se change en A ^ ou simplement pt. La valeur 
de r devient donc en ce cas 
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V — a — pt, 

ce <|iii est bie» ta formule du mouvement uniformément re- 
tardé. 

On peut faire la même vérifieation pour la longueur parcou- 
rue. En effet, dans la valeur (6) ci-dessus de x, remplat^oiis 

sin ^ et cos ^ par leurs développements en séries, 


pt pt p't 

~ 6F 


h ~ ' 2/t’ 


La (|uantité entre parenthèses devient : 


, apt P'i 


en négligeant tous les termes dont le dénominateur ren- 
ferme k à une puissance supérieure à 1a deu.xicme. Le loga- 
rithme eu question est donc celui de 



Le second terme de cette (juantité converge iiidéliniinent 
vers zéro , ce qui permet de développer le logarithme sui- 
vant les puissances ascendantes de ce second terme. La va- 
leur de ce logarithme est représentée par 

k' 

Eli inullipliant par — • on a l’expression de x; et, connue 

^ V 

pour A=oo tous les termes, sauf le premier, disparaissent, 
il reste hnalement, 
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x = ai — i pt* , 

valeur connue de l'espace parcouru dans le mouvement uni- 
formément retardé. 

.■508. — Cela posé, reprenons l’étude des formules géné- 
rales ci-dessus (5), (6) et (7). 

On voit que le mouvement s’aiïètera forcément au bout 
d’une certaine durée, qui correspond à une valeur nulle de 
la vitesse. L’expression de cette durée s’obtient en égalant à 
zéro le numérateur de » ; on a donc 

vt pi 

a cos = K mn ^ , 

d’où 

pt a k a 

lang j = '• = 7 ’ 


en désignant par/, la durée en question. L’espace parcouru, 
correspondant à cet arrêt, sera 


X, = ^ log nép 


A* -t- o’ 
¥ 


Ainsi, quand le mobile sera parvenu à cette distance de 
son point de départ, il cessera d’avancer, et reviendra au 
contraire en arrière, parce que la force motrice, qui a agi 
jusqu’ici avec la résistance pour détruire la vitesse initiale, 
et qui l’a détruite en effet, se trouve dès lora appliquée à un 
corps immobile, et par suite le meut dans le sens de son 
action. Quant à la résistance, clic a décru nécessairement 
depuis l’origine jusqu’au point d’ari'èt ; là, elle est nulle un 
instant, et puis change aussitôt de sens, en reprenant des 
valeiii's croissantes au fur et à mesure que le mouveinciit l’é- 
trograde s’accélère. Cette seconde période du phénomène 
n’est autre que le cas déjà examiné, d’un corps partant du 
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repos sous l’influence d’une force motrice constante et d’une 
rësislance qui varie en raison du carre de la vitesse. 

Voyons la valeur de la vitesse de sens contraire qu’anra 
prise le mobile lorsqu'il repassera par son point de départ. 
Pour la déterniinei', il suffit de reprendre la formule (7) du 
11 ° 3Ü5, qui donne, en fonction l'iin de l'autre, la vitesse et 
l’espace parcouni, pour un mobile qui part du repos. Dans 
cette fonnule, remplaçons x par la valeur jr, que nous ve- 
nons de trouver tout à l’heure, laquelle représente la dis- 
tance entre le point de départ et le point d’arrêt. Il vient 

_ log nep-^= ^ log nép^^i 

eu appelant r, la vitesse cherchée. 

De là on tire : 

A» -H a’ A" 

—k^ — Ai-rJ’ 

d’où 


ak 


Ce résultat nous montre que la vitesse au retour n’est 

point égale, en valeur absolue, à la vitesse d’impulsion ; 

k 

mais qu elle lui est inferieure, puisque— 7 — — — est tou- 

V' a} -\-k^ 

jours moindre que l’unité. Elle sc rapproche d’autant plus de 


l’égalité que la quantité k est plus grande; car le coefficient 


k 



et, sous celle forme, on 


voit bien qu’à mesure que k augmente, le dénominateur di- 
minue et converge vers runilé. Il revient au même de dire 
que l’écart des deux vitesses est d'autant moindre que la ré- 
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sislulice c'!>t plus faiblir; cl c'est pourquoi, dans le ctticul de 
la chute des corps dans le vide, où la i-(‘sistuncc n’existe 
pas, on ti'oiive que lu vitesse au retour est exaclement égale 
et de sens contraire à la vitesse d’impulsion. 

Puis«]ue le corps rétrograde moins vite qu’il n’a avancé, il 
en résulte naturellement que le temps employé doit être 
plus considérable, (i’est ce qu’oii reconnaît aussi par les for- 
mules du n" 30.1 pr«>cité. Car, si dans la relation (4), qui ex- 
prime le temps en fonction de la vitesse, ou substitue à v 

la valeur ci-dessus — on obtient, en désignant par 

le temps cherché. 




i ^ Ing ; 


f 


k - 4 " 


ak 




\/a}-\~k* — a 


.Multipliant le numérateur et le dénomiuatèur de lu fraction 

^ 

par — fl , elle devient quantité 

( 1/ a’ — a) 

dont le logarithme est égal au double de celui de sa racine 

. Par conséquent on a pour valeur de /„ 

Kfl’ -f- — a 


A- , k 

■■ — log , . 

P \/ a' + 1^ — a 


Cette valeur diffère de celle qu’on a trouvée pour le temps 
qui s’écoule depuis le départ jusqu’à l’arrêt. £n développant 
Puiie et l’auti% en séries , on reconnail sans peine (|ue f, 
est toujours plus grand que et que ces deux temps de- 
viennent égaux lorsque k est inOni. 

La somme des durées de l’aller et du retour, /, -f- /„ sera 
donnée par la relation 
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-r. Oi -i- ‘i) = arc taiig rr + H- ,^-== • 

309. — Dans l'élude à laquelle nous venons de nous livrer, 
nous n'avons aitribuéanrunc valeiirparlicnlièreà la force ino- 
irice ni à la résistance ; nous nous sommes borné à suppo- 
ser que l’une était conslana*, et l'autre variable eu raison du 
carré de la vitesse, les deux forces ayant d’ailleurs la même 
direction que la vitesse initiale. Il résulte de là que les for- 
mules auxquelles nous sommes parvenu sont générales, 
c’est-ù-dirc conviennent à tous les phénomènes pour lesquels 
on constate que les foires satisfont effectivement à ces lois, 
quelles que soient d'ailleui's la grandeur absolue de leurs ac- 
tions et les causes naturelles qui y donnent naissance. 

La classe la plus inléressantc de phénomènes auxquels ce 
mouvement théorique puisse servir de type, est la chute ou 
l'ascension veiTicale de corps solides au sein de l'atmo- 
sphère. La force constante est aloi's le poids du eorps, et la 
force variable la résistance de l’air, l’iine et l'autre s’exer- 
çant suivant la verticale. Pour déterminer le mouvement, il 
sutllra donc de prendre les formules précédentes, et d’y rem- 
placer par g ou 9^, 808S, et k par le coefllcicnt numéri- 
que que des expé-ricnccs directes auront fait connaître pour 
la résistance de l’air. Le mouvement dans tout autre milieu 
s'obtiendra aussi aisément, pourvu qu’on connaisse de même 
le coefficient qui s’y rapporte. 

Une remarque, qu’il est bon de signaler en passant, rela- 
tivement à la chute des corps dans l’almosphèrc, c’est que : 

Toutes choses égales d’ailleurs, les corps les plus denses 
tombent le plus vite ; 

Et, à densité égale, les corps de plus grand volume tom- 
bent aussi le plus vite. 

Cette double conséquence, qui apporte, comme on voit, 
une différence radicale entre la chute dans l'air et la chute 
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dans le vide, résiille imniédiaienient de celle propriélé re- 
connue par l'obs«Tvation, ci facile du resle à prévoir : 

Que la résislance du milieu est, toutes choses égales d’ail- 
leurs, sensiblement proportionnelle à la plus grande section 
du corps prise normulement au sens de la vitesse. 

Si donc nous prenons des corps de formes semblables, de 
forme sphérique, par exemple, la résistance de l’air sera 
pour ehacun d’eux proportionnelle à la surfitce d’un grand 
cercle ou au carré du rayon. La relation (1) du n“ 305 
pourra s’écrire : 

I* — e* = m ^ , 
dt 


P étant le poids du corps, m sa masse, r son rayon, et h un 
certain cocflicient numérique. 

Si l’on divise par ni, le second terme du premier membre, 

/ir* 

qui ropresentc la résistance do l’air, deviendra — r’; mais 
^ m ^ 

U 

OT= - 7t r"* p, P étant la densité ; la résistance a donc pour 
valeur numérique 


•ih , 1 
Un pr 

('elle expression nous montre que la diminution de vitesse, 
due à la présence du second terme dans ré(|uation précé- 
dente, est d’aqtaiit plus considérable que la densité ou que 
le rayon est plus faible. La chute du corps est donc retardée 
en raison de sa légèreté spécifique et de la petitesse de ses 
dimensions. 

Nous nous rendons ainsi compte de la dilTércnce, souvent 
très-considérable, qu’on observe dans la vitesse de chute des 
divers corps. Nous voyons pourquoi certains d’entre eux, 
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même irès-deuscs, tombent fort ieiiteineut, quand ils sont 
siifllsammeiii ténus, t-unime le sable riii ou la poussière. 

310. — Lorsque la vitesse est très-faible, le mouvement 
pont être assimilé exactement à celui qui aurait lieu en vertu 
d’une résistance variable en raison de la simple puissance 
de la vitesse. Les formules de ce nouveau type sont faciles à 
trouver, en suivant lu même marche que précédemment. L’on 
a en effet 


( 2 ) 



dv 

dt 


* d’où 



Intégi'unt et déterminant la constante par la condition que 
la vitesse est nulle à l’origine du temps, il vient : 


(ù) pf=/tlognép(p^^), 
et par suite r 


(5) v = k{\ — e * ) ’ 



VI 

ün peut voir, par le développement en série de e * , que 

ces formules deviennent celles du mouvement uniformé- 
ment accéléré , lorsque k est infini , c’est-à-dire quand la 
résistance du milieu diminue jusqu’à être absolument nulle. 
En effet, employons la série 
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e 


PI 

k 



p’i’ 

2A-* 


il vient : 



expressions qui, pour A = ao , se réduisent à 
V = pt , et x — \pt^. 

Les mouvements de cette espèce se produisent notamment 
lorsque lu densité des corps qui tombent est peu supérieure 
à colle du milieu où la chute s’effectue. .Ainsi la poussière 
tombant dans l’air ou des corps s’enronennt lentement dans 
l’ean obéissent sensiblement à ces luis. 


DEUXIÈME r.AS. 

est oblique, à la «lireellan de la foree 
eonstanle. 


311. — Le mouvement sera alors curviligne, mais évi- 
demment situé dans un même plan. Il y aura donc deux 
équations rondamentales. 

Soit O le point de départ, 0.\ la direction de la vitesse 
initiale a. Prenons pour axe des y une droite parallèle à la 
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ilircctiüi) de la foire con-laitle, foire que nous siipposoroiis 
agir de liant en bas, par analogie aux pliénoniènes di; la pe- 
santeur; prenons pour axe 
des .r iiiK' droite perpendi- 
enlaire à la préeédente. 

SoitüMS lu eoiirbo dé- 
erite par le eeiilre de gra- 
vité du mobile, et .M sa po- 
sition an bout d'nn eerlaiii 
temps. 

Nous lions servirons d’ail- 
leurs des imanes notations 
S ipie pri'r'édeninient, c‘esi-à- 
Fij;, SI. dire rpie nous appellm'ons P 

la foire eonstante, wla masse et k im eoeflieient niiniériipic 
représentatif d’une vitesse telle que la résistanee soit 
préeiséiiient égale à P. 

A’oiis établirons les deux éiiualioiis du inoiivemenl en cm- 
ployanl la niétiiode générale, c'est-à-dire en exprimant que 
suivant eliaeun des axes la somme algébrique des compo- 
santes des forces appliqiiéi's nu mobile est égale à la masse 
multipliée par l’accélération de la projection de la vitesse. 

La resisianee étant dirigée suivant la langiriitcà la trajec- 
toire, les cosinus des angles qu’elle forme avec les axes sont 



f/x dn ... . 

représentes P^'*’ et Les deux équations seront donc ; 



jï tl'jc 

=rrm , pour l’axe des x; 


Remarquons ijne r — divisons tous les termes par »i et 
P 

désignons — paryi; il vient, après simplification : 


II. 


30 
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P (U dx_i0.t 
l^'dî' (Il W ' 

P ds dy 

~ Tdt'li~ dd ■ 

Tar di‘8 calculs (jue nous ne développerons pas ici, et 
qu'on retrouve d'ailleurs dans plusieurs traites de inec.ini- 
que', on arrive à trois é(|ualious difTérentielles du pieiniei 
degré, qui l'eiilernieut les deux iiicouuiies et dy, ainsi 

(|ii’uue inconnue auxiliaire égale au rapport ^ des deux 



autres. Ku désigu.int par y ce rapport, les trois équations 
dilTérentielles sont : 


( 3 ) 




V ‘>y = 


j!i 

U 

L 




dans laquelle T représente le polynonic q\/i + q'-i- 
-t- log '7 +V/TTY ) — <’• Lu quantité C est une constante 
d’iiitégralion, déterminée dans le cours du calcul parla cou- 

dy , 

dition qu’à l’origine du mouvement le rapport ^ nest 

autre ipic la valeur connue de la tangente trigonomélriiiue 
de l'angle « formé parla vitesse initiale avec l’axe des x. 

Les formules qui précèdent ne sont pas intégrables sous 
forme finie, et fou eu est réduit à construire la trajectoire 
par points. 


' toir le Trailé île la ilécanique de M. Poisson, tome 1 , p. t02 et sui- 
vantes. 
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Quand l'aiigle * de lu vilosse iniliale avec l’axe d(!S x est 
suHisainnienl pelit, on peul obienir ré(iualion de la trajec- 
toire sous fornic finie, avec une giande approximation, 
llepi enoiis, en effet, les équations (2^. 

Du peut d’abord intégei- la première une fois, ce qui 
donne 


(^) 


(Le 

-T ~ a cos « e 
dl 


' k' 


le coeiricieiil «cosa est introduit par l’intégration, en vertu 
de ce qu’à l’origine du mouvement, où l’arc * est nul, la 
composante de la vitesse r suivant l’axe des x n’esl antre 
que la composante «cosa de la vitesse initiale. 

Kn opéi ant sur la di uxiènic équation du même groupe (2), 
et remarquant la symétrie qui existe entre elle et la pre- 
mière, on arrive facilement à la relation 


( 5 ) 


I g *■*’ 

dx a? cos ’a 


où q dt'signe, comme nous avons dit, le rapport 

C’est à ce point du calcul que l’Iiypothèse de l’angle a très- 
petit va nous permettre d’opérer une intégration qui, dans 
le cas général, est impossible. 

En effet, on peut alors regarder la tangente à la trajec- 
toire comme peu éloignée de l’hori/ontale, sur iiue assez 

grande longueur de la courbe ; et, par suite, comme sen- 

siblenient égal à ^ : c’est ce qui ressort du développement 
en série. 


dt V t/(’ dt'‘ 






ÎO. 
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oii l'on peut ncgliftci' tous les termes alîeetcs de et des 
puissuiiees sii|MTieur(‘s de q. 

Il devient possible d’iiilégrer donblenient réquatioii (5) ; 
cai’, dans le second nienibre, la variable a* qui ligure en dif- 
fi'-retilielle, <-t la variable * <|ui ligure eu exponentielle, ne sont 
plus qu’une niC‘ine inconnue. On oblient ainsi, en raisanl fi- 
gurer X cxclusiveincnl ; 


(6) 


y = .rtanga- 


3 ). 
k ■ 


Upa- cos^a 



On vériliü aisément que, lorsque la résistaiiee est nulle, 
on retombe sur la trajectoire parabolique due à une impul- 
sion initiale et à une force constante (n° 93V II snflit de dé- 

veloppcr c en serie ; 




■■ 2 /' 


= + 

L:i pareiilhèsc du second mciiibro sc réduit à 
^ ik* ' n"**"*'**‘ inulliplié'c par le coeHicierit de 


- - 

. ' I •> 


1 


cette parenthèse, devient -—T * — t » • i t- • 

' 2a’cos’a lia’cos’aA- 

Loi'srpie k est iidiiii, tous les termes qui le reid'ernient en 

di'iioniinaleur s’évanouissent, et la relation (G) sc change 

finalement en la suivante : 


qui est bien celle du n"93,en y rempla(,anl par /> le rapport 
de la force I’ à la niasse m du mobile. 

Nous ne nous étendrons pas davantage sur les questions 
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rclaiivos ù rp gpiirpdo nioiiveniPiil, i|ut iip pn-sciilt'iii giipi’e 
d’iiit(Ti't que pour la projeelion des corps l;utci“s obliipie- 
nieiU dans raiinosphère. LVxamcii ai)pi üfondi de ce pro - 
blèruc fornic une partie iuiporlaule des traités spéciaux de 
balistique. 


neiiiiirquo j;cnêr«le Mur Irs iiiotiveinrnlM réels 
des projerlilrs. 


312. — Dans l’étude tliéoriipie à laquidlc nous nous 
sommes livré sur le mouvement , soit rectiligne, soit curvi- 
ligne, de corps soumis à une force constante et à uiu! ré•^is- 
taiice .variable, nous avons expressément supposé que la i (*- 
sislance, transportée an «entre de graviti* du corps, était 
tonjoui's dii'igéc exactement suivant la tangcuie à la tra- 
jectoire. 

En vertu de cette hypothèse, le mouvement est m'Ct'ssai- 
rement rectiligne, dans un cas, et néccssaireinent plan, dans 
l’autre cas. 

Il n’en est pas lonjoui's ainsi dans les inonvements réels 
des solides an sein de ralmospbère; et cette dérogation tient 
ù ce que la foice variabh! «pii doit reprt'-senter la ii‘sistance 
du Iluide, n’est pas conslammeni «lirigiÛ! suivant la tang«'nle 
à la trajectoire. 

Trois circonstances y pmivent donner lien : 

1° Si le centre de gravité «lu coi ps n’«'n est pas en même 
temps le centre de figure ; 

2" Si le corps n’est pas paifaiteinent synndriqne autour de 
la tangente à In trajectoire du centre de ligure ; 

3" Si le corps possède un mouvement de rotation aiilour 
de son centre de gravité. 

Je dis d’abord que, si aucune de « es trois «“in om taïua s n’a 


Digitaed by Google 


310 


I.rVnE VH. — PBOULtMES SPiC;iALX. 


lieu, le mouvement du centre de gravité s’effectuera en ligne 
droite ou dans un plan, selon les cas, c’est-à-dire conformé- 
ment au type tln’-orique que nous avons étudié. 

Car la force variable, (|ui, transportée au centre, repré- 
sente la résistante totale du Huidc, est la résultante de toutes 
les aciious élémentaires exei cées sur la surface, transportées 
parallèlement à elles-mêmes au centre de gravité. Or, il est 
bien évident, à cause d«ï la parfaite symétrie de la ligure, 
que ces forces élémentaires, ainsi transportées, ne peuvent 
donner lieu à aucun couple qui ii’alt exactement son équi- 
valent de sens contraire. Par conséquent, si le corps n’a pas 
une rotation initiale, il n’en prendra point par suite de la ré- 
sistance du fluide; et si la n-sultante unique, qui repr<‘sentc 
cette résistance, a pour loi de se développer, à l’origine, 
exactement suivant la tangente, elle se développera de la 
même manière dans toute la succ<‘ssiou du mouvement, et, 
par suite, déterminera le mouvement théorique que nous 
avons considéré. 

Voyons maintenant ce qui doit advenir, lorsqu’une des * 
trois circonstances précitées se présente, et commençons 
par l’examen de la troisième. 

Prenons un corps qui satisfasse complètement aux deux 
premières conditions, par exemple nu corps sphérique ho- 
mogène, et supposons-lc doué d'une rotation initiale. Je dis 
que le centre sera entraiiié hors de la ligne droite ou du plan 
qu’il parcourrait, selon les cas, s’il était sollicité, sans rota- 
tion, par une force constante et par une résistance variable 
tangente à la trajectoire du centre de gravité. 

Soit en effet A liCÜ un grand cercle de la sphère, perpen- 
diculaire; à l’axe de rotation. Supposons, pour plus de sim- 
plicité, que la translation du centre G s’effectue perpendicu- 
lairement à cet axe ; et soit A If le diamètre tangent à la tra- 
jectoire. La translation et la rotation ont d’ailleurs lieu dans 
le sens des flèches. 
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La résistance du fluide , (|iic nous avions préccdcnimcnt 
eu vue quand nous parlions d'une force propoiTionnelle au 


provient du froUeinent de la sni face contre le fluide. Cette 
force de frottement est, en chaque point, tangoniielle à la 
surface, dirigée en sens contraire de la rotation, et variable 
selon la densité du fluide qui est iininédiatenient en contact, 
ür cette densité change d’un point à l’antre , par suite du 
niouveinent général du .solide. Un convoit en elïet que le 
fluide est refoulé eu avant, dilaté en arriére, de sorte que la 
densité diiïèrc depuis le point I), où elle est mur! ma, 
jusqu'au point A, on elle est miiêinui , ayant d'ailleni’s des 
valeurs syméti'iques au-dessus et au-ilessous du diamètre A K. 
D'après cela , toutes les actinus de frotleinent exercées sur 
l’hémisphère antérieur Cill), transportées pandlèleiinuit à 
elles-mêmes au centre de gravité , s’y compo.seront en une 
force unique , dirigée suivant G I) ; et pareillement les ac- 
tions exercées sur l'hémisphère opposé donneront lieu à 
une force dirigée suivant G C, moindre <|iie la précédente. 
La résultante totale sera donc une force dirig<‘c suivant G D, 
c'est-à-dii'e dirigée suivant le rayou [terpendiculaire à l'axe 
de rotation et dans la région oit un spectateur placé sur 
l'axe verrait la rotation se faire de gauchi* à droite. 



C 


carré de la vitesse, donnera 
une résultante au centre, agis- 
sant exactement suivant G A ; 
et cette résidtante conservera 
une direction tangcnticlle à la 


Â 


Fig. M. 


B trajectoire, à cause de la sy- 
métrie de la ligure. De ce côté 
donc, il n'y aura aucune cause 
perturbatrice du mouvemeut. 
Mais, outre cette résistance, il 
SC développe, par la rotation 
du corps, une autre force qui 
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Il i cssorl de ces considéi aiiuns que si l’axe esl parfaite - 
incnl perpendiculaire à la vitesse du ceiilrede gravité, ainsi 
que nous l'avons admis sur la ligure, la force de frotleineiil 
dont il s’agit ne fera pas sortir le centre du plan qn’il par- 
court; mais que si, au contraire, eet axe a nue direction 
oblique, — ce qui est le cas généi al, — cette force intervien- 
dra pour amener le centre hors du plan. 

C’est pourquoi, dans le tir des projectiles, le centre est 
tonjonrs dôvié par le mouvement de rotation (|ue la balle 
peut avoir contracté avant de sortir du canon, ün voit en 
même temps que, dans le cas particulier où l’axe de rotation 
l'st perpendiculaire au plan vertical qui contient le canon, 
la balle reste dans ce plan, mais que la force de frult<‘inent 
en augmente ou en diminue le poids , s<don le sens de la 
rotation ; et , dans cet autre cas oit l’axe serait précisément 
le diamètre tangent à la tnijectoire du centre, la force de 
frottement n’aurait plus d’effet sur la translation de ce centre. 
Aussi tons les soins doivent-ils tendre, non -seulement à 
rendre les balles sphériques et homogènes, mais aussi :i leur 
imprimer un mouvement de rotation autour de l’un dit ces 
deux axes spéciaux. 

Si le corps n’a jtas de rotation initiale, et qu’en outre ses 
parties soient symétri(|ues, dans toutes les positions, autour 
de la tangente à la trajectoire du centre défigure, mais que 
ce centre ne coïncide pas avec le centre de gravité, — comme 
cela aurait lifu,parcxenqile,ponr imesphèrc homogène, — 
je dis que le centre de gravité sera m-cessairemenl dévié. 

C.ar, la symétrie n’existant pas par rapport au centre do 
gravité, il est visible que toutes les actions ('•lémentaires du 
llnide, transportées à ce centre, ne s’y réduiront pas à une 
force unique, mais donneront aussi naissance à un couple ; 
en soi'tc qu’une lotation en résultera, et snbséipiemment 
Ions les phénomènes de perturbation que nous venons de 
considérer. 
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Enliii, si le eeiitie de •çravité est en même temps centre de 
figiire, et qu’il n’y ait pas de rotation initiale , mais tpie la 
synu'irie n’ait pas constamment lien antonr de la lanijente à 
la trajectoire centrale, — comme cela aurait lien, par exem- 
ple, pour un cube lioinoj'ène dont les faces seraient iiu'-ga- 
lement inclinées sur la direction de la translaiion, — on ob- 
servera encore une déviation. 

Car les diverses faces, coupant le milieu t'iiviroiinant , 
donneront lien à des foires de frottement variables av(*c la 
densité du fluide en chaque point; et comme ces faces ne 
sont pas symétriquement disposi'-es anloiir de la tangente 
cenlt’ale, il en résiiliera cpie b‘s couples provenant de la 
translation des forces de frotteinent ne se détruiront pas 
deux à deux. Il y aura donc une rotation , avec toutes les 
ronsiapienci'S d('-J;'i exposi'cs. 

La différence à signaler entre les deux derniers cas, c’est 
que, dans l’un, la rotation est déterminée par la résistance 
proprement dite du milieu (celle qui s’exerce en sens con- 
Irairi; de la translation), et ipie, dans l’autre cas, cette rota- 
tion est due aux forces tangenlielles provenant du frottement 
de 1a sut face (|iii glisse contre les molécules du fltiide. 
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Nous consiiltTcrons In nioiivomont d’un corps, assu- 
jcUi à dcnienror sur mic courbe doniit'c, et sollicité par une 
force nlternalive, c'est-à-dire par une force qui change de 
sens d'action <‘u un certain point de la courbe, de telle sorte 
qu'ayant agi en deçà de ce point pour aendérer le niouvt?- 
nient, elle agit an delà pour le retarder. 

Coinuie il n’y a pas de variation brusciue dans les forces 
naturelles, il faut ailinettre que la force alternative dont il 
s’agit ici , qui passe de la valeur positive à la valeur in'-ga- 
live, est nulle pour un nn lain point de. la courbe, ou, ce rpii 
revient au même, qu’elle est perpendiculaire à cette courbe; 
en deuà elle forme un angle aigu avec la tangente menée 
dans la direction de la vitesse, et au delà elle forme un angle 
obtus. 

Le point pour letpiel la force motrice est nulle ou perpen- 
diculaire à la courbe est dit ponition d’équilibre, piiisqu’eii 
effet le corps y dem<‘urerait immobile s’il s’y était place sans 
aucune vitesse acquise. 

Il est évident que, sous l’action d’une force alternative, 
un corps ne peut prendre qu’un mouvement de va-et-vient, 
à droite et à gauche de la position d’équilibre, (^ar siippo- 
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sons, pour fixer les idées, ijiie le mobile soit placé à gauche 
de sa posifioii d’équilibre, cl ipie dans celle silualioii la di- 
reelion de la forcir l'assi- un angle aigu avec la porlion de 
langenle menée de gauche à droile. On pourra décomposer 
la force donnée en deux autres, l'une suivant la normale à la 
courbe, et l’autre suivant la langcnte. La première sera dé*- 
triiite pai’ la résistance de la courbe, et l’autre aura tont son 
effet pour entraîner le mobile vers sa position d’é-quilibre. 
Celte seconde composante , ipii est en réalité la force mo- 
trice, varie de grandeur depuis le point de départ jusqu’à la 
position d’éqnilibrc, où, par hypothèse, elle devient nulle. 
Le mobile arrive donc à ce point avec une certaine vitesse 
acquise, en vertu de laquelle il continue à aller au delà. Mais, 
la force étant alternative ou faisant un angle obtus dans la 
ré-gion de droite, la composante tangentiellc agira dès lors 
pour ralentir peu à peu et finalement arrêter le mouvement 
eu un certain lieu de la courbe. A partir de ce moment , le 
corps, di'pourvu de vitesse acquise et toujours sollicité par 
une force cpii agit de droile à gauche, commenceia aussitôt 
à revenir en arrière, et repassera, en sens contraire, par la 
même po>iiion d’équilibre, pour être ensuite raleuU.de immi- 
veau et arrêté à gauche ; et ainsi de suite indéfiniment. 

Lr> mouvement du corps consiste donc , quelle que soit 
d’ailleurs la loi de variation de la force, à parcourir la courbe, 
tantôt dans un sens, tantôt dans l’autre, en repassant chaque 
fuis par la position d’équilibre, l^i tel niuiiveinenl est dit 
oxeil/atoire et chaque parcours se nomme ofcillatioH. 

.Vous allons faire quelques remarques sur le mouvement 
oscillatoire en général , puis nous passerons à l’élude d’un 
mouvement oscillatoire particulier très-important. - 

Nous supposerons la force applicpiée toujours au centre 
de gravité, et nous ne nous occuperons que du mouvement 
de ce point. »c... ■ 
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.Houveiiienl o>>fillaloirc en f;«nôral. 


314. — Quelle que Süil lu valeur de lu force qui agit sur 
le mobile et lu iiiuiiière dont elle varie aux divei’s points de 
la courbe, il est clair (|ue la lui du inunveinent est cxpriniée 
par nui’ seule équation, qui est celle de la force vive, 

Vds cos (P, ds) = d [inv'‘ ; 

cela résulte de ce que le syslème est à liaisons complètes. 
Quant à la force P et à l’aiiglc quelle (orme avec la tangente 
à la courbe, on doit les considérer comme donnés à cliacpie 
iii.staut t n fonction de la longueur de l’arc parcouru : cette 
longueur étant comptée à partir d'une certaine origine fixe. 

L’équation de la force vive, jointe à r<‘(|uation ou aux 
équations d<‘ la courbe de liaison, permet tln-oriqiiement de 
trouver lu vitesse en un point (pielconqiic de la courbe et le 
temps employé à parcourir un arc déterminé. 

PraprléiéK fcénériiles. — 1" La grandeur et la direction 
de la force motrice ne dépendant que de la position du mo- 
bile sur la courbe, toutes les oscillations successives se con- 
fondent rigoiiieusement, ou, en d’autres termes, le mobile 
circule indéliniment entre les deux mêmes points extrêmes. 

En effet, supposons d'abord que le mobile parte, sans 
vitesse initiale, d'un certain point .V situé à gauche de la 
position d’é(|uHibre 1'^ En arrivant à cette position, il pos- 
sède une force vive ('gale au travail effeetm'* par la force 
motrice sur l’arc parcoui-u AE. Pour que le mobile s’arrête 
à droite, il faut évidemniciit qu'il parcoure un nouvel arc 
EB tel que le travail qui est développ(“ le long de cet arc 
détruise la totalitc* de la force vive. Ce second travail sera 
donc égal et conti'air»* au pmnier,— ce qui ne signifie pas. 


« 
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bien oiilonilii,quc les deux :ires conespoiuluitis seront égaux- 
— Le mobile revcmiiil en arrière, la foire motriec, qu’on 

suppose lepasser identi- 
(pieinenl par les inêines 
valeurs, effeetuera de B en 
E un troisième travail, égal 
et eonlraire à celui qu’elle 
avait eiïeclué de E eu B, et 
(■gai par conséquent à celui 
(pi’elle avait produit tout 
d’abord de A eu E. Donc le 
mobile repassera par la position d’('-quilibrc avec la infune 
vitesse qu’il y possédait la première fois. Sa force vive sera 
d(druile, lorsqu’il aura parcouru précisément l’arc E A , de 
sorte qu’il se retiouvera au repos au point A. 

Si le mobile avait poss(rlé en A une vitesse initiale, ou 
poiiriail faire d('s raisonuemeuls analogiu's aux précédents, 
en imaginant que le mobile était d’abord au repos, et qu’il 
partait d’iiii cei taiii point A', plus éloigné de la position d’é- 
quilibre (pie le point A , et tel cpi’en se mouvant de A' en A 
sous riiinuencc de la force motrice, il aiaïuit à sou arrivée 
en A pié( isémeiit la vitesse initiale qu’on lui a supposiie. Ou 
en conclurait alors que le mobile arrive au poiut E avec la 
force vive déterminée par le travail de la force, depuis A' 
jiisipi’eii E, ('t (pi’il s’arrête à un point B', jdiis éloigné que 
le point E, pour leipiel le travail produit depuis E jusqu’en 
B' est iiiimériipiement (‘gai au précé'dciit. En coii>é(iucnce, 
le mobile cllectiierait une série d’oscillations entre les limites 
extrêmes A' et B’. Ce (pii nous montre que le résultat d’une 
vitesse initiale est simplement d’accroître la longueur des 
oscillations. 

Il parait siii»erllu d’ajouter que, dans un cas comme dans 
l’autre , les oseillatious successives ont toutes lieu dans le 
même temps. 
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2° Rpcipro(|Ucnirnl, lürsciu'iiii nioliile fxcciile dos oscilla- 
liüiis entre les inêiiies poinls extrêmes, sous riiiniieucc d'iino 
force conUmie, ou en penl conclure <pi’il y a entre ces deux 
points une certaine position dVcpiilibre , et (pie la force 
motrice ne di'pend à cliaipie instant (pie de la situation dit 
mobile sur la coiirluc 

Les eaiisi's du mouvement peuvent être complexes ; c'est 
de leur r(■sullanle nniipie .qu'il s’agit, et la |M)sition d’i-qui- 
libre est le point jionr lc(piel cette r(‘siiltante est nulle ou 
normale à la trajectoire. 

.“î” Si la courbe est symi'lriipie de part et d’antre de la 
position d’iVpiilibri*, et que la force repasse par des valeurs 
('■gaiement symélriipies, les deux portions de l’arc parcouru 
sont égales, et les deux poinls extrèim's se trouvent situés 
sur nue même perpendiculaire à la normale de la jiosition 
d’équilibre. Les duri-es em])loy(‘es pour parcourir chacune 
des deux portions sont égales, et elles forment la moitié de 
la durée d’une oscillation totale. 

Si la courbe n’est pas symétrique, mais que la force 
motrice soit constante en grandeur et en direction, les deux 
portions d’arc ne sont jias égales, mais les deux extrémités 
sont tonjonrs situées à la même hauteur au-dessus de la po- 
sition d'é-qiiilibre. 

SI."). — Les mouvements oscillatoires sont très-fréquents 
dans la nature, et c’est ce qu’il est facile de prévoir. En 
effet, une foule de forces naturelles satisfont à la condition 
d’être milles pour un certain écarlemeiit des mohViiles ma- 
térielles entre lesipielles elles s’exercent, et de changer de 
sens d’action selon que cet écartement augmente ou dimi- 
nue. Dans un corps ('•lastiipie, par exemple, tontes les forces 
moh-culaires sont en équilibre pour nue certaine forme du 
corps, qn’on désigne jiislement sous le nom de forme d’éipii- 
libre. Pour peu qu’on infléchisse le corps d’un cêt(- ou de 
l’autie, il SC développe des efforts intérieurs qüi tendent à 
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le ramener à sa forme primitive. Lors donc qu’après avoir 
altéré sa forme on rabundonne à lui-même, les molécules 
doivent toutes efrectuer une série d’oscillations, qui se coii- 
tinueraient indéfiniment si aucun obstacle extérieur ne dé- 
truisait graduellement la force vive produite au bout de la 
premièi'e demi-oscillation. Les vibrations des lames élasti- 
ques encastrées par un bout, celles des cordes flexibles fixées 
par leurs deux extrémités, les mouvements de va-et-vient 
des ressorts à boudin comprimés ou distendus, les ébranle- 
ments des molécules dans les corps choqués, de., etc., obéis- 
sent à la même loi générale, parce que ce sont des foires 
alternatives qui interviennent toujours dans ces phénomènes, 
et que rassujettissement à parcourir une courbe déterminée 
est suppléé par certaines circonstances d’ensemble qui fixent 
les trajectoires des points matériels considérés. Aux nom- 
breux phénomènes que nous venons de citer, on peut encore 
ajouter ceux du son, de la lumière, de la chaleur, etc., que 
les physiciens regardent aujourd’hui comme dns à des mou- 
vements oscillatoires ou vibratoires qui se développent dans 
des milieux élastiques. 

Nous allons mainteiiaiit étudier, d’une manière spéciale, 
une variété de mouvement oscillatoire qu’on observe dans 
l’appareil connu sous le nom de pendule. 4 ^-; 


Théorie du pendule. 


316. — On appelle pendule un corps lié à l’extrémité d’une 
tige rigide et inflexible dont l’antre extrémité tourne autour 
d’un axe horizontal, et qui peut se mouvoir librement dans 
un plan vertical. 

11 est clair qu’un semblable appareil ne fait que réaliser 


Digitized by Coogl 


320 


LIVRE VU. — PRORLtMBS SPÉCIALX. 


(in cas parliciilicr tic syslcmc à mouvomenl oscillaloiic. Car 
la liaison tlu corps avec la lij^o l'assiijcUit à parcourir une 
courbe circulaire, el l’aclioii de la gi aviU’, qui s’exerce dans 
le même plan verlical, eonstilue une force allernalive, puis- 
fine celle foi ce, normale à la trajectoire quand lu lige est ver- 
ticale, fait un angle aigu avec la tangente si le corps est 
écarté à gauche , el fait ensuite un angle obtus ilùs que le 
corps passe à droite. Cette force alternative offre d’ailleurs la 
parlicularilé d’être conslanle en grandeur cl eu din cliou, el 
d'avoir, pour cliafpie unité de masse du mobile, une valeur 
égale à 9 ou 9 kil. K08. 

Les propriétés générales des mouvements oscillatoires 
s’appli(|uent natui'ellemcnl à celui-ci. Ainsi on est cm'lain , 
indf'pendammenl de tout calcul spécial, (|ue les oscillations 
se continueront indéfiniment avec la même durée; que la 
position d’équilibre sera le point le plus bas de lu coui'be; 
que les deux extrémilés seront à la même hauteur au-dessus 
de ce point; cl que les deux portions d'oscillations, à droite 
el à gauche, seront identiques en duri'-e el en longueur par- 
courue. 

On ('•tudie deux sortes de pendules : 

•Premièrement, on suppose que le corps est réduit à un 
point matériel, de dimensions inappriciables, et que la tige 
de suspension est absolument (h'-ponrvue de masse. Le sys- 
tèmes porte alors le nom de pendule simple. 

En second lieu, on restitue au corps des dimensions finies, 
el on ne néglige plus la masse réelle de la lige de suspen- 
sion. C’est alors le pendule compose'. 

Nous commencerons par le pendule simple , qui n’est 
qii’iine pure :ibsiractioii, mais auquel on peut ensuite rame- 
ner le pendule composé'. 

317. — Pendule simple. — Soit AüK le cercle verlical 
sur lequel le mobile est assiijctii à se mouvoir en vertu de sa 
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suspciisiou , Cl O £ le dianièlro vei iiciil dont reMri'milé E 
dêlorinine la position dV-qnilibrc. 

D'après ce que nous avons vu pi écédemim ni , il est inu- 
tile de nous préoccuper du cas oit il y aurait une vitesw! ini- 
tiale. Supposons donc que le 
mobile, ayant etc place en un 
certain point A, ù gauche, 
par exemple, de sa position 
d’équilibre, soit abandonné ù 
Ini-méine, sons l'action de la 
gravité. Nous savons immé- 
diatement qu'il décrira nue 
s(‘iic d'oscillations entre les 
points symétriques A et II. O 
que nous voulons détermi- 
ner, c’est sa vitesse en un 
point quelconque M, ainsi 
que le temps employé pour y 
parvenir. 

La loi du mouvement sera exprimée par ^('■(|ualion rie la 
force vive , 

(I) l’r/j cos (P, ds) = d{inv^; 

in étant la masse du mobile, P son poids, r sa vitesse an 
point »i , * la longueur parcourue AM, et cos (l’,f/jf) le 
cosinus de l’angle formé par la verticale MP avec lu tan- 
gente M ’l’. 

An lieu de picndre pour variable analytique la longueur 
de l’arc, il revient au même de prendie l’angle décrit, puis- 
que le rapport de l’angle à l'arc est constant et égal au rayon 
du cercle. Si donc nous désignons par / la longueur du 
rayon, par 0 l'ungle inconnu MUE, <‘l par a l’angle connu 
initial AUE, l'arc AM sera exprimé par / (a — 0). Un aura, 
avec ces notations : 

11. tt 
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ds — Id (« — 9) = — W9 , 

cos (P,(ù) =sin 9 , 

, dj» i»d9‘ 
di» • 

En remarquant d'ailleurs que V = mg, ce qui fait disparaître 
la niasse, l’équalion de la force vive deviendra : 

( 2 ) -glrnm==\l^d^~. 

Effaçons le facteur commun f, et inté{;rons une première 
fuis : on obtient ; 

C-|-2jf cos9 = f . 


La constante C se détermine par la condition que la vi- 
tesse, ou bien est égale à zéro, loreqiie 9 = a ; doue 
C= — 2ÿcosa. Par suite l’équation devient ; 

( 3 ) ^{cos9 — cos *) =^,. 
ün en tire : 

(ibis) dt= -t/Z. ,7==^=. 

V 2ÿ K cos 9 — cos a 

Il faut prendre le signe moins du radical, puisque t aug- 
mente à mesure que 9 diminue. 

Telle est l'équation qu'il s'agit d’intégrer pour avoir la 
valeur de l’angle décrit, en fonction du temps, et par suite 
pour avoir la vitesse. 

On ne connaît pas l'intégrale générale du second mem- 
bre : on ne peut intégrer qu'approximativement , en déve- 
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loppant la quantité sous le radical en série. Les formules 
connues fournissent : 


co s 9 = 1 


cos «= 1 


2 

2 


4 

4 


9* 

1.2. 3. 4 

1. 2. 3. 4 


chacune de ces séries est convergente, si l’on suppose que 9 
et a. sont moindres que l’unité. C’est ce qui a toujours lien 
en réalité, car on ne considère pas des oscillations s’écar- 
tant assez de la verticale pour que l’angle décrit soit supé- 
rieur à l’unité ou approche de deux tiers d’angle droit. On 
pourra donc en général remplacer les angles par leur déve- 
loppement en série, et arrêter la série à un terme d’un ordre 
suflisaniment élevé pour que les puissances supérieures 
soient tout à fait négligeables. 

Si 9 et oc sont assez petits pour que la quatrième puissance 
puisse être négligée devant la seconde , l’équation (3 bis) 

9» a’ 

deviendra par la substitution de 1 — g" ^ — 2 “ P**®® 

de cos 9 et cos « : 



d’où l’on déduit, par les règles ordinaires. 



Il n’y a pas de constante ù ajouter, puisqu’on doit avoir 
en même temps t~o et 9— *. 

On obtient ensuite aisément : 
îi. 



32/1 


LIVRi; vil. — PROni.ËMES SPÉf.lAlX. 


(5)0=.acos(r^). = - ay/|sin ; 

roi'iniili’S qui (‘xpi iineiil , en l'unctiuii du temps, la valeur de 
l’angle décrit et de la vitesse angulaire. Il va sans dire que 

la vitesse est égale à — ^ multiplié par /. 

318. — Pour avoir le temps employé à di'-crii'e une oscil- 
lation entièi'(‘, il sudit de remplacer 0 par a dans la for- 
mule (h), car l’angle — a ou l’angle A O K, pris en sens eon- 
Iraire, eoriespond liien à la position B, exliémité de l'oscil- 
0 

lalion. I.aqnanlilé— est alors égale — 1, et l'are qui a — 1 

pour cosinus n’est autre que ", en sorte que la durée T de 
roscillalion entière a pour valeur ; 

(6) T = 

V ÿ 

Ce résultat, extrêmement simple, nous apprend que la 
durc'-e des oscillations est indépendante de a ou de la gran- 
deur absolue de l’angle d(‘erit, pourvu, bieit entendu, que 
cet angle soit dans tous li-s cas fort petit. Kn d'autres termes, 
quelle que soit la position initiale du pendule, par r apport à 
la position d’(’'(|uiliL>re, la dtirr'e de l’oscillation serai la mêmP, 
si l’angle d’éiairtemcnt est sullisamnient petit. 

On voit l'ir rnènie tcnqis que cette durée est pi'oportion- 
nclle à la racine cariée de la longueur de la lige dt‘ suspen- 
sion , et en raison inverse di' la racine carrve de la force 
niotric(‘. 

On voit enfin que l’angle décrit au bout d'un nombre quel- 
conque d’oscillations consci've la valeur primitive st. Bn effet, 
dans la valeur' ci-dessus de 0, mettons, à la place de /, un 
nombre /i de dui'i'cs ('gales à T ; substitution qui a pour ré- 
sultat de faire représenter à G l’angle décrit au bout d.- ces 
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n oscilhitiuns. Le cosinus de t 



se rédiiil alore à — 


1, et 


par conséquent l’angle — '3 n’est autre que a : cons(‘qnencc 
prévue d’après les considéralions générales iléjà exposc'-es. 

l.a durée d’nne demi-oscillalion , on le temps employé 
pour aller de la position initiale à la position d’équilibre, est 

égale à -j //_ . Si donc le pendule était <‘carté iiiünimenl 

V g 


peu de la verlicabî, il emploierait un temps tiiii pour y reve- 
nir : et cela doit être, puisque la force motrice, qui se réduit » 
touiours à la composante tangentielle , est alors iniiiiimeiit 
petite, à cause de riiorizontaliU; presque absolue de la Um- 
geiitc. ^ 

La vitesse angulaire au point le pins bas de la courbe sc 
déduit de la seconde des formules (5). Il sullit d’y rem- 


placer par t la durée d’une demi-oscillatioii 



ÜD 


trouve ainsi : 


•fi- 

ât 



et conséquemment la vitesse absolue ’a pour valeur 

V = a ^yl. 

Mais, si h désigne le sinus-verse de l’angle * ou la hauteur 
vertical»! du point A an-dessiis de la position d’équilibre, on 
a /( = /(! — cosa) = î/«’, en n»•gligcanl les puissances su- 
périeures. Il en ri'sulte, pour la vitesse en question, 

V = i/fÿT, 


c’est-à-dire qu’elle est la môme que si le corps était tombé 
librement de la hauteur h. 

Si la durée T d'une oscillation est connue directement par 
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l’observation de la marche d'un pendule, on en peut déduire 
à volonté / ou <7, ou le rapport —.Ce rapport, parexemple, 
est expiimé par la relation , 

_ T* 

<j ~ V*' 

Au lieu d’évaluer directement la duree d’une seule oscUla- 
tiou, ce qui est impossible à cause de son extrême petitesse, 
on observe un très-grand nombre d’oscillations et la durée 
toule correspondante. Si n est ce nombre et t cette durée, on 

aura nT = v , ou T = - . La relation ci-dessus devient 


( 7 ) 


l 

g n’ 7:’ ‘ 


En général, si p désigne la force motrice quelconqnc, rap- 
portée à l’unité de masse, qui sollicite le mobile, on aura : 


(8) — = -ï-, d où P = — ; 

' ' P n*jr’ T* 


ce qui nous fait voir que l’intensité de la force est en raison 
.inverse du carré du nombre d’oscillations eflocluées par le 
pendule dans le même temps. Si donc on possède un pen- 
dule dans les conditions théoriques que nous avons suppo- 
sées ( et nous verrons bientôt comment on y parvient indi- 
rectement ), on pourra comparer entre elles exactement les 
intensités des forces motrices successivement appliquées au 
mobile. En le faisant osciller, par exemple, dans un même 
lieu, à des époques diverses, sous l’influence de la gravité, 
on verra si celte foixie naturelle varie ou non avec le temps. 
C’est là un des moyens qui ont permis de constater que la 
pesanteur est constante en chaque lieu du globe. En le fai- 
sant osciller, au contraire, dans des stations diverses, on a 
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pu constater que la gravité reste la même sur un même pa~ 
raHèle terrestre, mais varie d’un parallèle à l'autre : cette 
circonstance tient, d’une part, à ce que le globe n’est pas 
parfaitement sphérique, mais aplaü aux pôles ; et, d'autre 
part, à ce que sa rotation n’exerce pas la même influence 
aux divers points d’un méridien, puisque les l'ayons des 
cercles décrits diminuent depuis recinalenr jusqu’au pôle. 
Enfin, en prenant des pendules de même longueur, mais 
formés de tontes soi'tes de matières, avec des métaux, du 
bois, de la pierre, etc., on a reconnu que le nombre d’oscil- 
lations reste le même et que, par suite, g ne varie pas : d'où 
résulte que les masses des corps sont proportionnelles à 
leurs poids, propriété bien remarquable dont nous avons 
fait usage au commencement de cet ouvrage pour ramener 
la comparaison des masses à celle des poids. 

S19. — Reprenons actuellement l’équation (3) 

/ 7 dB 

V g V/2 cos 9 — 2 cos a ’ 

qne nous ne savons pas intégrer d’une manière générale, et 
dont nous n’avons trouvé qu’une solution approximative nu 
moyen de séries convergentes dans lesquelles nous avons 
négligé les termes de quatrième puissance et au delà. 

Cette méthode est basée sur la petitesse des angles d’os- 
cillations, et elle cesse de fournirales résultats sulTisamment 
exacts, lorsque leur amplitude dépasse certaines limites. 
Nous allons nous occuper de trouver la valeur de t sous une 
autre forme, qui c.onviennc à toutes sortes de grandeurs 
d’angles. 

A cet clfet, nous recourrons à une inconnue auxiliaire, 
qui est le sinus-verse de l’angle 9. Posons donc : 

1 — cos9 = ar, 1 — cosa = S: 
il en résultera 
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d<i = 


dx 

1/ 2-v — .r’ ’ 


ol l’éqiiulion (3) deviendra 


('•) 


di = — 


-•V 


i 


dx 




Par suite, la durée I T d’une demi-oscillation sera égale à 
l'intégrale définie du second membre, prise depuis la limite 
x = c, qui répond à l’angle initial ot, jusqu’à la limite x = o, 
qui répond à 9 = o. 

Comme on ne sait pas trouver l’intégrale générale dont il 
s’agit, nous remplacerons la fonction par une série conver- 
gente, dont chaque terme isolément pourra être intégiti. Si 
l’on applique la formule du binôme au facteur 


1 


ou (1 - ^ .r) 


l/l — ix 

1 1 .r 1 3 /.r > 


l/l — ; x~'"^2ir'^2â\2/ 


’ , ou trouve : 


13 5 

2’ S’ 6 



et cette série est nécessairement convergente, puisque, x dé- 
signant un sinus-verso, ‘,x est toujours moindre que rdnilé. 
Le second membre de l’équation (à) sera donc égal à 

' i/- — , successivement multiplié par clia- 

■V V/ëx-x> 

Clin des termes de la série. Ce second membre constituera 
donc lui-même une série, dont tous les termes seront de la 
forme 



1 . 3. 5. . . (2ii — 1) x>‘ dx 

2.5.6 2n ‘ 2" l/g.r — x* 


(àir il est évident qu’en faisant tt = o, «=1, n = 2...., on 
r'‘produil chaque terme à partir du premier. La valeur de 
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sera donc égale à nne somme d'intégraiesdednies, prises 
cuire les mêmes limites S et o , qni seront tontes de la forme 



^ 1.3.5^ 
ÿ' 2 7/1.6. 


.... 2/1 ■ 2 " Jg\/ëx-x^' 


Ou peut iiilerverlir l’ordre de riiilégralion, c’est-à-dire inté- 
grer depuis la limite o jusqu’à la Hiiiile S, pourvu qu’on 
change le signe de jT. Le ternie général de la valeur de 
sera ainsi dérinitivement 



H. 3. 5.. 
2. à. 6.. 


(2/1—1) J_ rfr 

.... 2/1 2" /„ \/cx — X* 

*■ ® 


• Représeulons, pour abréger, par A„ l’intégrale déüiiic in- 
diquée; la durée T d’une oscillation entière aura pour ex- 
pression la série conveigeute : 

, 1-3.5 ± 

■^2. à. 6 2* 


Ag, A,, représentant les intégrales définies semblables 
à .\" et iflaiives aux divere termes de la série, qui se dédiii- 
seiil du ternie géné-ral eu faisant successivcmciil dans celui-ci 
/i = o, // = 1, //= 2... La question se trouve ainsi ramenée 
à clicrcher la valeur de chacune de ces intégrales définies 
A„, A,, Aj.... Mais il est facile de voir qu’au lieu de les cal- 
culer l’une après l’autre, depuis la première, on peut n’en 
calculer qu’une saule, cl puis les en déduire toutes par une 
lui très-simple. En effet, si l’on écrit l’intégrale générale 

’( X — )x"~ ‘ dx 


/ x"dx 
l/cx — x’ 
c Çx " — Irfx 

7 


sous la forme 


r- 


\/ ox — x’ 


on ii’a pas de peine à en déduire : 
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(2h— l)g r J"-» <L> 
2b ^\/ox — x ‘ 


Et si l’on passe ensuite aux intégrales définies, en remar- 
quant que V/êa? — x’ est mil pour les deux limites o et S, on 
trouve : 


(2B-l)g 

fl» =* 2» “ * 


Il suit de là, en faisant successivement « = o, n=l, «=2, .. 


A, = =SA,, 


A, • 

A -ililig'A 


et ainsi de suite ; en sorte que nous n’avons plus qu’à trouver 
la valeur de l'intégrale définie A„ c’est-à-dire 



quantité évidemment égale à n- 
L'expression de la durée T d’une oscillation entière de 
vient alors, en mettant tr en facteur commun , 
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Celle sene esl nécessairement convergente, puisque - est 

toujours moindre que l’unité. Elle permet donc d'obtenir, 
avec une approximation inJéfinie, la durée d'une oscillation 
dont l'amplitude est tout à fuit quelconque. 

Si l’angle « est trés^pelit, è est sensiblement nul : en né- 
gligeant tous les termes qui eu sont afTeclés, ou retrouve la 

formule connue T=n k/1. 

V g 

Si l’on veut tenir compte de la première puissance de 6, la 
durée T a alors pour valeur 

On apprécie mieux le terme de correction , en expri - 
mant le sinus-verse en fonction de l’arc. On sait qu’on a : 


0 * . (A » 

^=^-cos«=2-rxï:i 


Négligeant toutes les puissances de <x supérieures à la se- 
conde , la durée T devient 



Eu désignant donc par T la durée calculée par la première 
mépiode, et par T, la durée plus exacte que nous venons 
d’obtenir, on obtient : 



Ainsi, la durée réelle surpasse la durée usuelle tc 
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O* 

fraction sciisibl(;meiit égale à — • Pour les oscillations dont 

runipliliidc atloint jusqu a 9“, le terme — represciUc une 

fraction moindre que et , pour des angles de k à 5 de- 
grés, ce terme est égal environ à Cela signifie que sur 
trois mille oscillations, d'une amplitude de /j à 5 degrés à 
droite et à gaucliede la verticale, on commettrait une erreur 
égale à la durée de l'une d'elles. 

320. — Pendule simple se mouvant dans un milieu 
résistant. — Cherchons maintenant ce que devient le mou- 
vement du pendule, loi'squ'au lieu d'être soumis à la seule 
pesanteur il subit aussi rinfluence d'une certaine rcsistaiicu 
développée par un milieu tel que l'air ou l'eau. 

Cette seconde force n’est point consiautc comme la pe- 
santeur, et il est tout îi fait impossible d'assigner exactement 
la loi de scs variations. Mais rcxpériencc démontre que, eu 
égard à la faible vitesse du pendule, il est permis de regar- 
der 1a résistance du milieu comme sensiblement propor- 
tionnelle à cette vitesse. 

Eu nous servant des notations employées dans la théorie 
du mouvement des projectiles (n" 310), nous représenterons 

la force variable en question par — ^ ou par l ^ 

Nous aurons à ajouter, dans l'équation (2) du n° 317, un 
terme représentant le travail dû à cette seconde force. 
L’équation (2) deviendra donc pour le cas actuel 

(2) - gl sinGdO - P | “ J dO = } Pd ^ = PdG . 

Divisons les termes par TdG, faisons tout passer dans un 
seul membre, et remplaçons siu G par G, à cause de la peti- 
tesse de l'angle ; l'équation du mouvement se réduit à 
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( 3 ) 


f/’G g rfO 
7î?'^-kdt 



O. 


On renuii'quera que nous avons suivi une marche un peu dif- 
férente de telle du ii" 317, piiisqii’au lii'ii de chercher direc- 

, , f/G’ , 

tement la valeur de apres une première inlegi'atiun , 

rfG’ rf’G 

nous avons préféré remplacer (oui d’abord d par 2 rfG 

Nous sommes amenés à opérer ainsi, par la présence du 
rfO 

terme ^ lequel introduirait la différentielle di‘ 9 sous un 
radica'. 

ün sait obtenir l’intégrale complète de l’équation (3) ci- 
dessus. Elle est, d’après les résultats connus de l’analyse, 

[h) G = I c cos h y -y ^ -4- c sin h y/ je ^ 


où c et V représentent les deux constantes introduites par 
la double inti'gration, et où l’on a désigné abréviativement 


par h la (|uaiilité y/ 1 


On di'tiM'inine les deux constantes arbitraires par la coii- 
dilion qu’à l’origine du temps l’angle 9 est égal à *, et la 

vitesse angulaire ^ est nulle. 

c/9 

Par suite, les valeurs de l’angle 9 et de la vitesse à un 
moment quelconque, sont fournies par les formules 


* f.'psl une ciri mi.Manoe assez iliiine «l’intérct, qu’on sache intégrer cxarlc- 
menl les formules. <|iiand on lient compte de la résistance de l’air, et qu’on 
ne le sache pas , quand on la néglige. Ainsi In romplication du problème 
dynamique cprresprjnd A une simplillcution du problème analytique. 
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La durée T d’une osciltaiion entière s’obtient en remar- 
quant qu’à ta fin de l’oscillation la vitesse doit être nulle, et 

que par conséquent, d’après la relation (G), l’arc 

doit être égal n. Donc, le temps qui correspond à une 
oscillation entière est celui qui satisfait à la condition 

tliyjL=n, 

d’où, en désignant par T cette durée particulière : 



Elle surpasse la duive de l’oscillation dans le vide, puisque 
A est moindre que l’unité. On voit d’ailleurs que la diffé- 
rence est d'autant moindre que la résistance du milieu di- 
minue, puisque k augmente en proportion, et que par suite 
A SC rapproche de l’unité. A la limite, c’est-à-dire quand la 
résistance est nulle, A est infini et A est rigoureusement 
égal à 1. On retrouve ainsi la formule connue pour l’oscilla- 
tion dans le vide. 

La relation (7) nous apprend que, quelle que soit la ré- 
sistance, les oscillations, dans un même milieu, sont tou- 
jours isochrones. Quant à l’amplitude des oscillations suc- 
cessives, elle décroît nécessairement avec le temps, puisque / 
figure en exponentielle dans la valeur de 9. On reconnaît sans 
difficulté que ces amplitudes forment une progression géo- 

métrique décroissante dont la raison est e . 
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Lonqae les oscillations sont très-petites, ainsi que nous 
l'avons admis pour pouvoir substituer 9 à sin 9, l’observa- 
tion directe prouve que dans l’air le décroissement de l’am- 
plitude a lien effectivement suivant une progression géomé- 

trique , dont la raison e est extrêmement faible. Il 
résulte des expériences de Borda, citées par M. Poisson, 
qu’au bout de 1,800 oscillations, dont l’angle primitif a avait 
été d’environ un tiers de degré, l’uinplitude n’était guère 
réduite qu’aux deux tiers. Cette circonstance permet d'ap- 
précier la valeur du coefficient h, puisqu’on a la relation 

, 1800 rV<9 

2hk- 2 

" =3 • 

d’où l’on déduit que A ne surpasse l’unité que d’environ un 
quart de cent millionnième. On a donc le droit de négliger 
la résistance de l’air dans le calcul de la durée T. 

321. — M. Poisson ajoute que, lorsque les amplitudes 
sont un peu considérables, la décroissance n’a plus lieu en 
progression géométrique, ou que l’air n’agit plus comme 
une résistance proportionnelle ù la vitesse. 

Il est naturel d’adopter alors l’hypotbcse qui parait con- 
venir aux mouvements plus rapides, et dont nous nous 
sommes déjà servis à l’occasion des projectiles. Nous admet- 
trons donc que la résistance du milieu est actuellement pro* 
portionncllc au carré de la vitesse. 

L’équation du mouvement deviendra 


(5) 


dt’ 


A’ df 


-jsin 9 = 0 , 


relation dans laquelle on ne peut plus substituer, comme . 
précédemment, l’angle à son sinus , à cause de l’amplitude 
des oscillations. 
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L’intégrale première, sous rurme finie de celte équation, 
est 

(IM -2a I' 

rfT L""* '' ^ •“ '*-(“**+ 

+ U sin «) e ; 

^io 

fl représente abrévialivemenl la quaiitilc 

On trouve, par un calcul approximaiif où l'on néglige les 
quatrièmes puissances de a, que l’amplitude des oscillations 
successives décroît encore , mais non selon uiie progression 
géométrique ; et qii’cn général si l’on désigne par «„_i et«„ 
deux amplitudes successives, elles sont liées entre elles par 
la formule 

( 5 ) a„= a„-i — . 

On trouve également que la vitesse, ù un moment quelcon- 
que, a l'expression suivante : 



La valeur de / qui annule le second membre n’est autre que 
la duiée d’une oscillation entière, puisqn’à l’extrémité de 
roscillation la vitesse est effectivement égale à zéro. Or, 
l’angle a et le coenicient fi sont (rop petits pour que la 
quantité entre parenthèsc's puisse c-ire nulle. La valeur con- 
venable de / est donc celle qui annule le facteur de celle 
parenthèse, c’est-à-dire c-elle qui satisfait à la relation 

sin^<y/Zj=o, d’ou = 
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L:i (hirôo de rosdiliitiun csi donc : 



en sorte qu’elle csl la m('nieqiie dans le vide. Ainsi, un milieu 
dont la résistance est proporiioimelle au rarré de la vitesse 
u'inllue pas sur la durée des oscillations. 

.Mais, comme il est bien visible que le temps employé par 
le pendule pourelTeciuer sa première demi-oscillation, c’est- 
à-ilire pour atteindre sa position d’équilibre, doit être aug- 
menté par la résistance du milieu (puisque ce mouvement 
desiîfiidant est retardé par toute l'orce de sens contraire à la 
vitesse), il faut nécessairement (Juc le temps employé dans 
la deuxième demi- oscillation soit diminué d’nm* quantité 
correspondante, afin que la durée totale demeure la même, 
r.ette circonstance tient à ce que dans la première demi- 
oscillation la résistance du milieu agit en sens contraire de 
la pesanteur, et par suite diminue la vitesse que cette der- 
nière force lui ferait acqniTir, et qu’au contraire, dans la 
demi-oscillation suivante, la résistance du milieu agit dans 
le même sens que la pesanteur pour amortir cette vitesse ; il 
y a donc un double motif pour que dans la seconde demi- 
oscillation la vitesse acquise au point d'équilibre soit pins 
tût détruite, et conséquemment pour que la seconde partie 
du parcours soit plus tôt terminée. 

« Il est inutile, ajoute M. Poisson dans la théorie coni- 
« plète qu’il a présentée sur ce sujet, d’examiner rhypotliè.se 
« d'une résistance proportionnelle au cube ou à une puis- 
« sancc supérieure de la vitesse, car il n’en pourrait résul- 
« 1er, dans les valeurs de 9 et de v, que des termes dépen- 
« dants des puissances de« supérieures au carré, que l’on a 
« regardés comme négligtiables dans les calcids précé-dents. 
« En rapprochant ce qu’on vient de trouver de ce qui a été 
« dit plus haut (sur l’extrême petitesse du cocllicient A), on 
II. a 
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« eii conrlul (|ii(' i:i l•^‘^islallce de l’air n'influe pas sur la 
'< durée des très-petites oscillations dn pendule, pottr les- 
« iptelles oti tié}>lig(‘ la correetiiin ndative à la [{raiideur de 
« rainpiiliide. (finaud on lient eoni|ile de (*lle coiTeelion, la 
« l‘(■sislance a une petite influence, à cause (|ii’elle fait varier 
« les amplitudes pendant la duree du moiiveinent. » 

822. — Ou doit reinaripicr (pie, dans les calculs que nous 
avons faits sur riiifluence du milieu, nous nous sommes oc- 
cupe seulement de la résistance qu’il faisait naître , et nous 
avons stipposé que la valeur de ^ demeurait la même. Mais 
H n’en est pas ainsi en réalité, (“t les fluides ont un autre 
effet que de développer nue résistance au monvemeni : ils 
diininiient aussi le ]»oids des corps d’une (piantiK- égale an 
poids du fluide (fl'placé. Ils agissent donc sur la valeur de (/. 
et la rendent plus faible. Par suite, la diirw de l’oscilla- 
liou se trouve atigincnt(n; d’une manière correspondante. 
Il y a nn'ane à tenir compte de ce (pie la perte de poids est 
plus grandi; de inottié, comme l’a démontré l’expérience, 
pour un corps ipii possi'de un mouvement oscillatoire que 
pour nu coips qui est en repos. U faut donc, lorsqu'un j)en- 
diile oscille dans un fluide, diminuer le nombre théorique ,9, 

. .t 

(pii correspond au cas du vide, d’une quantité égale a - g(>. 


0 (dant la densité du fluide, l-n sorti! que, si l'observation du 
pendule avait |)our but de d(derniiuer la valeur de la gravité, 
il faudrait, dans la formule ipii contient la durée et le nom- 
bre d’oscillations conslati'-es par l’expérience, remplacer g 


par g — 5 .'/p ; et la relation deviendrait 


Il 1. • 

t/ , don g — — — 

V(/(l-*p)’ î-(1— ^p) 


.823. — Hendiile composé. Dans le ]>endule composé 
ou suppose (pie le corps oscillant ii’est pas l'éduit à un 
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itimplt; point iiKiU-ricl, mais (pi'il posscdo, au roiili'aiir, des 
dimensiuiiK liiii<‘S, ainsi que eela a lieu efleetiveiiieiit dans la 
pratique. En uiilre, on n'adniet plus (]ue lu masse de la tige 
de suspension est malliéma(i(|uement mille, mais ou la fait 
entrer en ligne de compte, comme celle du corps oscillant 
lui-même. Dès lors le piohlènie à l'ésoudre est l•.elui du mou- 
vemcut d’un solide, de rorme quelcou(|U(^ , tournant autour 
d'un axe liorizoïital sous rinlluencc de la jiesaïUeur. La tige 
et le corps suspeudu ne sont plus qu<‘ les parties d'iin même 
solide traverse- par l’axe de rotation. 

Os jieiidules étant les seuls dont ou puisse dispost-r réel- 
lement, il est très-essentiel d’en faire la tluiorie. 

On sent que le mouvement du pendule (;onq>usè doit don- 
ner lieu à des conside'-ratious spéciales. Car, pour ne parler, 
par exemple , que de rinilucuce des dimensions finies dn 
corps oscillant, il est bien éxident qu'on se trouve eu pré- 
senta- (t'nu systémi? de points matériels dont les mouvements 
respi-ctifs, par suit)- des liaisons mutuelles, ne peuvent éli'<' 
l(!S mêmes que s’ils étaient absolument libres et indé|)en- 
dants l)-s uns des autr(-s. Xous savons en elTet, d’après l’élude 
du pendule simple, que lu durt-<- de rus)'illalioii d'un poitit 
matériel est pnqiortionnelle à la racine carrée de la lon- 
gueur de la lige ou à la racine carré)- de lu distance du point 
mat)<ri)-l à l’axe de suspension. Si donc les divers points dont 
l’ens)-mble otusiiitie le cor|is solide se mouvaient isob-ment, 
les duré)-s d>- leurs )tscillations respecti\es différeraient entre 
elles dans le rappoi l des racines );arr)-t-s )le b-urs distau)-es 
à l’axe commun. La plus grande inégalité serait exprimée 



en )lésignniit pai- l la distance du point le 


plus rapproché, et par / t-u celle du point le plus éloigné. 
Mais, )'Oinme, en réalité, lu )lurée des oscillations ))st la 
mêni)- pour, tous, puisqu'ils sont invai iabb-meni liés entre 
eux, on en conclut que le mouv)-ment )les uns a dû si- ti-ou- 
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vpr rpiai’ci(‘ et Ip inoiivpiiipiit dps aiilrps accplpiv ; pt qu’m» cer- 
tain point inti'imédiairp, situé dans l’intérieur du solidp, con- 
serve le inènip inouvcnicnt que s’il était absolument libre. 

(’nlte dernière reinaï qne est du plus haut intérêt, car elle 
fait entrevoir la possibilité iminédiale de réaliser un pen- 
dule simple, ou, pour parlei’ plus exactement, un pendule 
compose- qui soit é(|uivalent à un pendule simple. Toute la 
diiliculté consiste à trouver la position du point du solide 
dont le mouvement reste le même que s’il était libre. La 
distance de w point à l’axe de suspension représentera la 
longueur d’un pendule simple, dont la masse, égale à celle 
du pendule composé que l’on considère , serait exactement 
condensée en ce point unique. 

Tel est le pi oblèinc que nous allons l■('•soudrc. 

Quelle <]UP soit la forme du solide total constitué par les 
divei-ses parties mobiles de l’appareil , l’équation des forces 
vives snITil toujours pour déterminer le mouvement, puis- 
que le système est à liaisons complètes. Ou fera donc usage 
dans tous les cas de la relation 

(1) l’ffsco.s {P, ils) =(t^r . 

P désignant la force totale appliquée au système, — laquelle 
n’est autre que le poids du système, agissant au centre de 
gravité, — l’ai e éb-mentaire déci it par le centre de gra- 
viti-, »i la niasse d’nn seul point matériel, et î- la vitesse de 
ce point quelconque. 

Aons allons ti-ansformer cette équation en y introduisant 
les notations précédemment adoptées. 

Soit donc a l’angle initial pour un certain point du sys- 
tème, G l’angle formé avec la verticale au bout d‘un temps 
quelconque, et t la distance de ce point à l’axe fixe ; soit en 
outre i\l la masse totale du système et /, la disiani-e du 
centre de gravité- au même axi-. 
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Si nous iviiKii'qnuns (ju’ou u : I’ — vo> 

dV . 

(P,rf*) = sin ; IVqiialion ci-ilessus devicmira ; 

(2) — Mÿf, £/0 sin 9 = ; 

La qiiuutilc limP, qui ligure dans le deuxième inemhre, 
n’esi autre chose que le nionienl d’inertie du corps, par rap- 
port à l’axe de suspension. Or l’on sait, d'après la proposi- 
tion du n° 175, que ce moment d’inerti); est (*gal au moment 
pris par rapport à une droite parallèle à l’axe , menée an 
centre de gravité , plus le produit de la masse totale par h? 
carré de la distance du centre de gravilé à l’axe lixe. On 
pourra donc remplacer 1ml- par en repr»'-- 

sentant par M h; moment d’inerlie relalil' an ceiilrc. Il 
viendra ainsi : 

— gl, sin OdO = (K’ + 


Intégrons une première fois, nous aurons ; 

(:-f-2ÿ/, c«s9=(K=-t-l,’)g. 

On détermine C par la condition que, pour 9 — *, la vitesse, 
est nulle ; donc C= — 2(//, cos a. Finalement l’équation du 
mouvement devient 

(3) 5 — cos «) =^. 

Le calcul se continue sans difliculté ; on extrait la racine 
carrée des deux membres , et on intègre une seconde fois, 
ce qui donne / en fonction de 9. On peut dès lors déterminer 
l’angle décrit et la vitesse an bout d’un temps quelconque, 
ainsi que la durée des oscillations. 
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Siiiis insisirr (lav:iiil:i^<‘ sur cos'oprTiilions, en lonl seni- 
hli(l)les à e<‘lles (|ii<' nous nvons ilejà cnectm-es i»oui- le |N'n- 
ilnle simple, nous ferons une reiminpie eupitnh* : c;'esl cpie 
rérpialion (3), ohlenne ei-dessns pour exjn iiner le inonve- 
meni lin pendule eoinposé, coïncide exacleinenl avec l’éqna- 
tiuii (3^ (d)lenne au n° 317 pour exprimer le mouvement du 
pendule simple, à eelte seule dilFércnce près que le eoelfi- 
‘Iql 

eieni r - f yi du premier meiulnc v remplace le coeHicieiit 

IV T '| 

A 

-j- , on, ce qui revicul puiTaitemeiil un même, que le fac- 
leur .V l einplace y • 

Supposons doue qu’on choisisse un pendule simple , dont 
la longueur de lige / soil telle que ÿ — '‘itiiit 

la distance connue du cenire de gravité du pendule composé 
auquel on a réellement aflaire); il s’ensuivra que les oscil- 
lations du pi.mdule simple seront identiipieineiit les mêmes 
que celles du |)cnilnle composé, .\insi le pendule composé Se 
ment comme si toute la masse était condensée en un point 
unique, dont la distance / à l’axe est déterminée par la con- 
dition > d’où 






■ 


Loi's donc qu’on fait osciller un pendule upii nécessaire- 
mcijl est compose), il faut lui appliquer la formule connue 
du penrlide simple, en ayant soin d’altrilmer à la tige de ce 
pendule simple la longueur déterminée fiar la relation ('i\ 

K’ 

La valeur de / s’approchera d’autant plus de /, cpie -j- 

'l 

sei a moindre, on ipie /, sera plus grand et K’ plus petit. La 
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liiltiMOiicf (!ii (|iiestiüii diniiniio lorsque le cfiitn* de "invité 
s’é'loii’iie de Taxe de siis|ieiisi(iii , ei que les poiiils iiiniériels 
sont plus rappi'oeliés de ce l'eiiire de "rnvité. 

32^1. — Ciinxèiiuviipet. Si l’on inéne, dans la niasse du 
lieiidiilc composé, une droite parallèle à Taxe , silnée dans 
le plan de cet axe el du centre de "invité, et à la distance 

K’ 

y-' la parallèle en (|ue3tiun ne sera ni accélérée ui 

'I 

retardée par sa liaison avec les autres parties du pendule. 
Knlrc tous les points de celte parallèle, on nomme spéciale- 
ment centre d’oncillation celui (|iii est situé sur la même 
perpendiculaire à l’axe (|iie le centre de gravité. Ouani au 
point délerminé sur l’axe par ladite perpendiculaire, on l’ap- 
pelle centre de tiupenni&n. t'es deux points lignreiit le i)cn- 
diile simple équivalent au pendule composé. 

Supposons que, le centre d'oscillation ayant été délerminé 
comme il vient d’èti'c dit, on le prenne pour centre de sus- 
pension du pendule composé ; en d’autres termes, supposons 
que le pendule oscille actuellement autour d’un axe qui n'esi 
autre que la parallèle menée précéalemment dans rintérienr 
du solide. Le nonveuii centre d’oscillation du pendule se dé- 

K’ . 

terminera en prenant une longueur égale à X -h-y- . / dési- 
gnant la distance du centre de gravité, au nouvel axe fixe, 
et .M K’ le moment d’inertie par rapport au centre de gra- 
vité, moment qui n’a pas changé. Mais remarquons que X 
n’est autre cliose que la dill'érence entre l’ancienne valeur de 
l et /, : puisipie les centres d’oscillation , île gravité et de 
suspension sont en ligne droite. 

.Vinsi : 

I I / . , K* 

/, -f- - . 

'l -I 
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Donc lu dislaiice du nouveau cculic d’oscillaliou, represcu- 
R’ 

tee par a pour valeur 






valeur qui est précisément la valeui' de l jirécédemmeut 
trouvée. Donc le nouveau centre d’os< illation coïncide avec 
rancien centre de suspension. Un énonce cette propriété eu 
disant que les centres d'oscillation et de suspension d'un 
pendule composé sont récipiotpies run de l’autre. 

Ilemnrque. — Un comprend l'avantage qu’oITre la jvo.ssi- 
liilite d'assimiler toujours un pendule composi- quelcompie à 
iiu pendule simpl(‘ de longueur convenable et facile à déter- 
miner. Un n'a plus à se préoccuper d(i construire un pendule 
se rapprochant du pendule théorique : préoccupation qui 
conduirait d'une part à affaiblir beaucoup la masse de la 
tige, et pai' suite à en compromettre la rigidité et l'invariabi- 
lité ; et d'iKitre part à donner au solide suspendu une forme 
sphérique. Dés rinstaiit que ces cousidératious se trouvent 
sans valeur, on ne songera plus (pi’à la bonne consti'iietioii 
de 1 instrument. Un ne craindra pas, pai' exemple, de grossir 
la tige et de donner au solide une forme lenticulaire ipii soit 
mieux à l’abri de la résistance du niilimi '. Kn un mut , un 
pourra se placer dans des conditions bien plus favorables 
pour les expériences. 


‘ A la vérité la résistance du milieu n'altére pas la durée des oscillaliuns, 
mais elle diminue l’amplitude, et par suite arrête le muurement du pen- 
dule J ce qui est un qrand Inconvénient pour toutes les e\|iériences qui né- 
ccsùtent une marche prolongée ilc l’appareil. 
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Il s’agit, dans ce chapilre, de recliccchcr le niouvcMiciit 
que |•l•etld tiii corps solide sous raction d’une force appli- 
(piée à son centre de gravité, constaininenl dirigée vers un 
point fixe, et invei’scinent propoi tionnelle à la distance du 
centre de gravité à ce point fixe. 

Celte sorte de inonvenient a reçu le noiii de planétaire, 
parce qu’on peut lui assimiler celui que possèdent ellécti- 
vemciit lc> divers astres de notre système. 

Celte assimilation, avec l’exposé des faits d’observations 
sur lesquels elle c>t tfasée, sera l’objet de 1a seconde partie 
de ce chapilre. \ous nous bornons, en ce moinenl, à traiter 
la (|uestion théorique, abstraction faite de ses rapports avec 
li‘s phéiioiiiènes réels de la nature. 


Herherche du raouvemeut produit pur une force 
centrale, qui varie en raiKon invente du carré de la 
distance. 

325. — Avant de résoudre le problème spécial qui nous 
occupe, nous pouvons, dès maintenant, remarquer que, la 
force motrice étant de la catégorie de celles (pie nous avons 
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iioniiiiéi's lorcps cciilrales im*caiii(|Uo j;»iiiéralc, n" 91 le 
iiiuuvcmeiil ((iii en r('siille doit ollrir les propi iéti-s qui cor- 
respoiidenl à ces dei'uiéres. 

Ainsi, le iiioiiveineiil .s’elleclne dans un inèinc plan; 

Les aires décriies pai' le inubile soni pi'uporliunnelles au 
leiiips; 

Le nionieut de la vitesse est coiisiant ; 

etc., etc. 

Mais, outre ces propriélcs jténérales, nous aurons à en 
const;iler d'autres qui dérivent de la loi parlicniiere de la 
lorcc centrale qui est ici en jeu. Tel est l’objet de la théorie 


qui va suivre. 

Soit donc O le centre lixe, OX et üY deux axes reclaii- 



gulaires, M la position à un 
instant quelconque du mo- 
bile de masse m , cl P la 
force motrice. 

iNoiis devons écrire que , 
suivant chacun des axes, la 
composante de la force est 
égale à la masse multipliée 
par l’accélération de la com- 


j posante de la vitesse. 

Ou aura donc , pour déter- 
miner le mouvement, les deux ikpiations : 


\ — m 


({'r 

di^ ' 


Y = m 


dt^‘ 


Il faut rein|ilacer X et Y par leurs valeurs ipii sont doiiuéi-s. 
\ cet ciïel, désignons par u rintensilé connue de la force P, 
rapportée à l'unité de musse et à l’unité de distance. Le mo- 
bile étant en M et sa musse étant égale à ni, l’intensité P ■ 

sera représentée par i puisque la lorce est supposée 
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varier en raison inverse dn eam- île la ilislaiiee, et que celte 
dislaiiee ü .M est égale à V' x~- ij . l’oiir avoir les i-ompo- 

/I# '/ 

sanies X el Y, il siiflit de niiilliplier celle (pianlilé 

par les eosinns des angles que forme la droite O.M avec les 

•r IJ 

axes, eest-a-dire par - — . el . Keinar- 

V' x"- -l- y- V X- ~i- I/’ 

qnons, d’ailleurs, ipie ces coniposanles sonl lonles deux nt!- 
galives; les équations ei-dessus deviendront 


rit — ÿ/-- := ‘-’J 

Tel est le syslénie ipi'il lanl résoudre pour obtenii' x el y 
en fonction de /, el (inaleinent jionr délerniinei- tonies les 
circonstances du mouvement. 

Ou peut donner à ces équations une forme plus simple en 
choisissant d’autres axes de coordonnées mieux ajipropriées 
à la nature du problème. On reconnaît, en effet, avee ipiel- 
que réflexion, que les élémenisqui jouent le plus grand réle 
sont ; 1" le rayon vecteur OM, puisqin* l’intensité de la force 
est invei-semcnt proportionnelle au carré de sa longueur; 
2" l’angle décrit .VIOX, puisque cet angle varie propoiTioii- 
nellement au teuqis. On est ainsi conduit à faire choix de 
coordonnées polaires, oii ces éléments dev ront figurer d’une 
manière directe. 

.Soit donc 0;\l=c le rayon vecteur, et MOX = 0 l’angle 
formé, au bout d’uu temps quelcomiue, avec une droite 
fixe OX. 

On passera de l’ancien système d’axes an nouveau , eu 
remplavant, dans les l’ipiations (1), x et y, par leurs valeurs 
en fonction de /• et 0, valeurs i|ui sonl : 

(a) x = ra>b^, i/ = rsin0, x’ - 4 - y’ = c’ . 

-\vanl de faire la siibsiiiulion, nous combinerons entre elles 
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CPS équiiliüiis (1^ de ra«,H)ii à rendre ensuite la substitiilioii 
plus Taeilc. 

Si ou multiplie la première relation par y et la seconde 
par X, et qu’on les retranche l'une de l’autre , les premiers 
membres disparaîtront, et l'on aura simplement 

<Py (Px 
j-T — y 

dp ^ dp 


d’où l’on déduit par une première intégration 


( 2 ) 




c . 


c étant une constante qu’on déterminera par la connaissance 
de lu vitesse en un certain point, par exemple à l'origine du 
mouvement. Kemarqiions que cette équation (2), qui rem- 
placera une des relations du système (1), est précisément 
celle qu’on a trouvée au n“ 91 , en reclieifliant la propriété 
des aires. 

On obtiendra une seconde équation , eu multipliant res- 
pectivement par dx et «/y, et ajoutant : la somme des pre- 
miers membres est égale à — et la somme des seconds 

membres représente la düTéientielle du demi-carré de la vi- 
tesse, ou d 4 c’ ; il vient donc : 

~ ri . 

d’où l’on tire, en intégrant. 



k étant une autre constante qu’on dtdermiuera par la con- 
naissauce de la vitesse qui correspond à nue certaine dis- 
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tance du centre lixe, par exemple au point de départ. Otte 
relation (3) n’est autre que celle de la force vire. 

Actuellement faisons le changement de coordonnées dans 
les équations (2) et (3), (|ui remplacent le système (1). 

Au moyen des valeurs (a) , on trouve aisément xdy — ydx 

= r^d'i, et e’ = - n - - = Tpr — ; 1rs équations de- 

(if dt‘ 

viennent donc : 

{h) rd^ = cdt , 

' ' dt^ r 


En éliminant dt entre ces deux relations , on obtient pour 
l'équation de la trajectoire : 


(6) 




cdr 


r t/_rU4-2fitr— c*’ 


Pour effectuer plus aisément cette intégration, posons q= -, 


d'où dq = — Si nous substituons dans l'équation (6), 
elle devient : 


d5 = - 


cdq 


qu’on peut écrire : 
d9=- 


\/ — k-{- luq — 
c’ dq 




c’y — fl 

Faisons ■ . „ ^ = p p étant une nouvelle variable, il 

1/ fl’ — fre’ 

c’rfy 

en résulte dp= ’ et par suite ; 

u’ — kc' 
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d’oii en inlf^j^ranl : 

0 = 01 . + arc cos 


dp 

c^q 


\/ ix^ — /r c* 


a élaiit un angle coiislanl qu’on détermine au moyen de la 
valeur eonnue de l’angle 9, (lui correspond à une ce*-U»iue 
longneui- du rayon veelenr, par exemple à l’origine du mou- 
venienl. . 

Un déduit de là linalemenl, en rétablissant la variable r, 


à 

1 -1 ^/l — (9 — a) 

l elle est l’équation de la trajectoire que pareouri le mobile. 

Ur, l’équalion générale désseiaions coniques, en coordon- 
nées polaires, est 

_ «(1 — 

* î -1- e cos (9 — a) ’ 


où II représente le demi- grand ax(î, e 1 (•xeenliicité (ît a 
l’angle l'ormé par le grand axe avec l’axe polaire. Si nous 
rapprochons relie relation de celle que nous venons de trou- 
ver pour la irajeeloire du mobile, nous reconnaîtrons que la 
forme en est semblable, et qu’on peut rendre les deux (Hjua- 
lions tout à fait identiques, en disposant des valeurs de « 
et e de manière à l'e qu’on ail : 

( 8 ) 

La trajectoire est donc une section conicpie dont le grand 
axe et I excenli icilé satislonl aux relations S . 
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On sait d’ailieiirs que IVqiiatiun des sevtioiis 

niques n*présciite indifl'éreninienl I’iiik- quelconque d’entre 
elles , selon les valeurs (lu’on attribue à rexeentridlé e. 
Ainsi : 

La courbe est une ellipse, si l’on suppose e < 1 ; 

Llle est une parabole, si l’on a c = l j 

Kile est une hyperbole, si l’on fait e > 1 . 

Dans le cas de la parabole, où e—\, ou sait que, dans le 
uiimiM'atcur « (1 — e^',, le facteur a reçoit imc valeur infinie 
en même temps que la qiiantilé 1 — devient nulle; le pro- 
duit garde une valeur (inie, (|ui n’est autre que le paramétre 
de la parabole. 

Revenaul à ^('■qllatiou (7; de la trajectoire du mobile , 
on voit que <'ettc trajectoire st;ra l’une des trois sections , 

Miivanl les valeurs du coetlicieiil W , tin exprime 


rexcculi’icilé t. Or, pour que ce radiiail soit plus grand ou 
plus petit que 1 , il fanl que k soit m’-gatif ou positif, puisque 

-J est e.>sentiellemeiil positif. D’un autre côté, uous avons 

vu, dans l’équatitni 3) ci-dessus, que k représente la valeur 

de — — »■’ à un certain point de I;i courbe, par exemple à 


l’origine du mouvemeut, en sorte (pie k--‘- — r\, en alfec- 

tant de l'iiidicc zéro les valeurs initiales de r et (le r. L’es- 
pèce de la courbe dépendant du signe de A, cette courbe 
sera : 

2u 

Lue ellipse, SI r„ cest-a-dire si * est positif; 


2 w , 

Une parabole, si r,,’ — ^ . c’est-à-dire si A est nul ; 
Une hyperbole, si • c’est-à-dire si A est uégalii. 
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D’où il suit que rosp«“CP de la courbe ne dépend qne de la 
grandeur de la vitesse initiale et inillement de sa direction. 
Ainsi divers mobiles, lancés du même point, on lancés de 
points à égale distanci* du centre fixe avec la même vitesse, 
mais dans des directions tout à fait quelconques, décriraient 
tous des trajectoires de même espèce. 

Il est bon de remarquer en passant que dans tous les cas 
on doit avoir 

1 ; > O , 

F 

sans quoi la courbe serait imaginaire. 

La détennination des éléments g<-ométriques de la section 
conique s’opère sans dilTiculté. L’on déduit en effet des rela- 
tions (8), 

(8 te) u = 

le demi-grand axe et l’excentricité sont dès lors connus en 
fonction de c et de k, c’est-à-dire en fonction de la vitesse et 
de la position du mobile à un certain moment, par exemple 
à l’origine du mouvement. Un obtient aussi une relation 
simple pour exprimer la vitesse en un point quelconque de 
la courbe. On a vu en effet : 


Or 


Donc 



k = 


t 



826. — Pour résoudre complètement le problème, il faut 
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trOMver la loi du inuiivcnienl ütir lu irajeiiuite , c'vsl-a-diir 
lu position et la Vitesse du mobile eu fouclion du temps. 

Eippoi'luiitdaus I équation (^) la valeur dee^9 Ibiirnie pur 
l’équation (6), il vient : 


Ut — — — ^ - 


rdr 


— kr‘‘ -f- ‘ijjir — c* 


nous y introduirons les éléments de lu serliun coni(|ue, à lu 
place de c et k, en fuisujit usage des relalions bis), ce 
qui donnera : 


(10) 


(It — — 


rtlr 




Pour lu commodité de l’intégration, recourons à une in- 
connue auxiliaire m, telle que 

(11) r = « (l — ecos»). 


L’équation précédente se changera en celle-d • 

(/t = a w — (1 — eco&u) du . 

V P 

1 / a- 

On pose, pour abréger, ~ ^ y "JT ’ donne la 

forme 

(l‘2) «</( = (! — e cosu) du. 

L'intégration s'effectue dès lors aisément, et fournit : 

(13) w =« — esin M + A ; 

h désignant une conslanle qui dépend de la valeur de r, et 
II. 2â . 
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par t>uiU‘ (le U uu de la position du inobilo, à un coMain 
niouieui, par exemple, à rurigiiio du niouvcrauul. 

Au moyen de la relation (13), ou couiiail m et, coaséqtiein- 
ment, le rayon vecteur r en fonction du temps. <3n obtiendra 
sans didicultc , pareillement en fonction du temps , les va- 
leurs de l'angle décrit 9 et de la vitesse r. Le problème est 
complètement résolu. 

Eu résumé, on voit que , sous l’action d’une force cen- 
trale variant en raison inverse du carré de la distance, le 
mobile décrit une section conique dont le foyer est placé 
au centre fixe. 1/espèce de cette trajectoire dépend uni- 
quement de la vitesse du mobile en un point déterminé, 
par exemple, de la vitesse au point de départ. Quant aux 
éléments géométriques de la section conique, c’est-à-dire le 
grand axe et l’excentricité, on les déduit aussi de la con- 
naissauce de la- vitesse et de la position initiales. Entin la 
vitesse en un point quelconque dépend uniquement de la |m>- 
sition du mobile sur sa trajectoire, et nullement du temps 
employé pour y parvenir; de telle sorte que, si la trajectoire 
est elliptique, et que, par suite, le mobile repasse périodi- 
quement par les mêmes points, les vitesses s’y conserveront 
indéfiniment sans altération. Lu vitesse aura un maximum 
et un minimum qu’on détermine fort simplement; il suffit de 
se reporter à l’équation qui exprime la vitesse en fonction 
du rayon vecteur , 



Le minimum de la vitesse répondra évidemment au maxi- 
mum de r, et le muxiinum de la vitesse au minimum de r. La 
vitesse sera donc la plus grande au poiut A, où le grand axe 
rencontre l’ellipse, et elle sera la plus petite à l’extrémité 
opposée U. ' 

Si l’on suppose que le mouvement a lieu dans le sens de 
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la lléclic, la vitesse (limimiern dans toute la nioiiié supé- 
rieure de l’ellipse, et aupueuiem dans la uioilié iulerieure. 
Lela doit être ; car, si l’oti eousidèrc le mobile eu uu point 

(pielcouqup AI , situé 
dans la partie supé- 
rieure , 011 sait (|uc la 
uoruiale AI N à la courbe 
T coupe toujours le "raïul 
axe à "aiR'he du foyer 
0. Doue la force mo- 
trice , diriifi'e ’ suivaul 


: 


/' j 

ü . - ! 


^ C 

Ai 0 : /A 

/ 

/ 

/ 

l 



AK), donne une eom[jo- 
saule laugeiiiielle diri- 
gée suivant AIT, c'est-à-dire en sous contraire du mouve- 
ment ; et, en conséqiKuice, la vitesse est coustammeut di- 
minnée le long de la partie A ER. Ou verrait de même 
tpi 'cite est augmeuttu’ le long de RFA, parce tpic la com- 
posante taugeutielle agit alors dans le sens du mouvement. 
Eu général, deux positions AI et .AT, prises symidrifiuemeul 
par rapport an grand axe, correspondent à des vitesses égales. 

Pour avoir la durée d’une r(•volutiou du mobile, c'est-à- 
dire d'nu parcours total de l’ellipse, il faut remonter à la 
formule (13), et y remplacer ii siiccessivemeiil par les valeurs 
(|ui correspoiideiil aux rayons vectenis des sommets A et B. 
Un aura ainsi une demi-révolution, et il suRira de doubler 
le résultat, ür, la relation (11), qui existe entre r et n, 
montre que les valeurs de ii, qui correspondent aux deux 
rayons vecteurs en question, sont ti — o et i/ = Il vient 
ainsi, en appelant T la durt'e d’une n^olution; 


; n r = 7 t , 


car la coustaule A disparaît dans cette intégrale deliute. 
De là ou déduit 
as. 
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Si T el a sont connus directement par l’observation, on 
peut déterminer la force, qui a pour valeur 

/i7r’a* 

f^=-ïT ■ 

327. — Remarque. L’inconnue auxiliaire u dont nous 
avons fait usage pour faciliter l'inU'gralion implique, d'a- 
près la manière même dont elle figure dans la relation (lO, 
que la trajectoire du mobile est une ellipse, ou que e est 
moindre que runilé. Car, si e élail plus grand que Tunité, la 
valeur de r pourrait être négative pour certaines valeurs 
de w, par exemple, pour u = o; ce qui est tout à fuit ab- 
surde, puisque lu longueur r est essentiellement positive. 
Dans le cas où la courbe n’esi pas une ellipse, la relation 
(11) ne peut donc plus convenir, et la forme du calcul doit 
être difléreute. Si l’on suppose, par exemple, c = 1, ce (|ui 
correspond à une trajectoire parabolique, l’équation (7) de- 
viendra 


1 -h cos (9 — a) ’ 

Le numérateur n’est autre chose que le paramètre de la pa- 
rabole, que je désignerai abréviativement par p. 

Revenons à l'équation (4), qui est indépendante de l’es- 
pèce de la section conique, et rempluçous-y r par celte va- 
leur, afin de trouver l'angle 9 en fonction de /. Dans cette 
substitution, nous ferons figurer le paramètre p au lieu de 
la constante c du second membre, constante qui, d'apiès la 

relation p = — , est égale kypp. On aura ainsi : 
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^ rfO 

-h COS (9 — St) P ■ 


Prenons une inconnue auxiliaire o), telle que 2w = 9 — st; 
il en résulte 


rf( = ; P y ^ rf. tang w (1 + tang ’w) , 
d’où enrin, par une intégration, 

(1^) ' = î““6i -«) + '“5* ï ( 5 — «)} 4-A; 

T P 

h désignant une constante dont la valeur dépend de l’angle 
formé pur le rayon vecteur avec l’axe polaire, à l’origine du 
mouvement. 

On n’a aucun intérêt à considérer le cas de l’hyperbole, 
parce que les phénomènes naturels n’offent point de n*alisa- 
lion de cette trajectoire. 

La vitesse sur la trajectoire parabolique, qui correspond 
aux diverses positions du mobile , se détermine sans diffi- 
culté. Celte vitesse est, en effet, toujours soumise à la loi 



seulement k n’a plus la même valeur ^ que dans l’ellipse. 

Les relations analogues aux relations (8) et qui conviennent 
à la parabole, sont : 



d’où l’on déduit immédiatement k—o. La vitesse est doue 
simplement exprimée par 


Digitized by Google 


I.IVHE VII. — l’nomÎ MFS St*(T.IArV. 


•S.'.IA 



l.’on voit d'apivs fcla que cHtc vilcssp aura son maximum 
un sommcl do la parabole, pour leipicl ;• est minimum, et 
(pi’elle décroîtra ensuite iiulélinimenl, sans qu’on puisse as- 
signer aucune limite à ce décroissement, puisque r n’esl pas 
susceptible de maximum. 

Jntre Remarque. — Pour que la eourbi' soit un cercle, 
il faut qiKï rexeeniricilé e soit nulle. Il en réstille immi;- 

(Halenienl r^n, (H par suite, e’ = u ^ ^ i ce qui 

montre que la vitesse est constante. Kn même temps la força- 

motrice s devient ou , quantité également constante. 

(a-lte eousécpu-nce était du reste évidente à priori, et l'on 
avait dc'-jà <-u oeeasiou de la signaler d’une manière géné- 
rale eu parlant dc-s forces eenlripc-les. 


.4)isiinilntion des nionvemenls planélnires. 

.■Î28. — Ainsi (|Uc- nous l’avoiis énoncé au commeiieemcnt 
de CM- chapitre, l’observaliou directe des phénomènes a eoii- 
duit à assimiler les mouvements des planètes avec ceux que 
nous venons d’étudier: eu d'autres teriut-s, on a reconHii que 
chaque planète se meut (buts l’espaec comme si une force 
coiislamment dirigée vers le soleil et variable eu raison in- 
verse du carre- de la distance était applicpiée à son centre 
de gravité. 

Les résultats d’observation sur lesquels celte- assimilation 
est fondée-, sont désigne'-s eollective-moiil sous le nom de Lois 
île Ki^pler, en riionnonr du grand homme qni les a dé- 
couvertes. 
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(les Lois sont :iii tioinbro tJc trois. I.cs iloiix pivniières dé- 
tormintMil la tbm* à Inquollc le inouvetneiil d’une planète, 
considérée isoli'ineiU, peut être attribué. La dernière établit 
nn Pitppori entre les forc<^s motrices des diverses planètes. 

l^Loi. — Le nioiivement de chafpie planète s’efTectiie 
dans nn même plan, et Faire engendrée par le rayon vecteur 
mené de la planète au soleil augmente proportionnellement 
au temps. 

2' Loi. . — La trajectoire est une ellipse dont le soleil oc- 
cupe l’un des foyers. 

;i' Loi. — Les carrés des temps employés par les diverses 
planètes pour accomplir leurs révolutions autour du soleil 
sont respectivement proportionnels aux cubes des grands 
axes de leurs ellipses. 

Il faut remarquer que ces trois Lois se rapportent au cen- 
tre de gravité du soleil et à celui de la planète. 

Nous ne nous occuperons d’abord que des deux premières, 
qui sulFisent évidemment j)Our assigner la loi de la force 
motrice, puisrpie, la trajectoire étant plane, il ne doit y avoir 
que deux équations du mouveincnt. 

La première Loi nous permet immédiatement de conclure 
({lie la force motrice passe constamment par le soleil; et, 
comme la trajectoire est elliptique, il s’ensuit que la planète 
est à chaque instant déviée de sa tangente pour être rame- 
née vei’s le soleil : donc la force est dirigée vei-s cet astre, 
ou, selon la locution consacrée, est attiactive. 

Si d’aillcui’s on désigne par c le double de Faire décrite 
pendant l’unité de temps, cette loi, eX|)rim(*c avec des coor- 
données polaires, fournira une première équation 

(1) ;’(/9=c(/f. 

La seconde Loi nous donnera aussi une relation. En efiiet, 
Féquatioii polaire de l’ellipse est 
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(2) 


_ a(1— 

^ 1 -f- ecos (9 — at) ' 


en désignunt par n le demi-grand axe, par e rexcentricité, 
et par a l'angle i'ormé par le grand axe avec l’axe polaire. 

(I nous raut exprimer que la force inconnue agit précisé- 
ment pour déterminer la trajectoire dont nous venons d’écrire 
l'équation. 

A cet effet, remarquons que, dans un mouvement quelcon- 
que, l’expression de la vitesse en coordonnées polaires est : 

, dr’ -4- Hd9* 

" = - ■ - • 

df’ 


Mais, en vertu de ce que la force est centrale, on a, comme 
nous venons de le voir (éq. 1) d/’= — d’où, après des 
transformations convenables, 

(3) (■= = c’ 

Mais de l’équation de l’ellipse ou déduit aisément : 

1 1 -H e cos (0 — a) 

V o(l — e’) 

Substituant ces valeurs dans la relation (3), il vient : 



Nous allons faire intervenir la force iiieonniie, et, pui' suite, 
eu déterminer la loi an moyen des éléments qui fignreiit 


^ r — e sin(9 — *) 
d9 ~ n(l - e») • 
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dans cetle relation. En effet, on sait que l’iniensité d’une 
force centrale quelconque satisfait à l’équation 

±_ Rrfr d ; f’ , 

en désignant par R cette force rapportée à l’unité de masse. 
Il faut prendre le signe pliu ou le signe moitié, selon que 
le mobile se rapproche ou s’éloigne du centre Gxe. Suppo- 
sons, par exemple, qu’il s’eu éloigne ; on écrira donc ; 

— 2Rdr = dt»’ . 


Or, de l’équation {U) on tire par différentiation : 


de’ = 


2c* dr 
a(l — e’) r’ ’ 


Il en résulte, en égalant ces deux valeurs de dv*, 


( 5 ) 




r*’ 


ou bien R = , 

r* 

en posant pour abréger u= ^ • 

La relation (3) nous montre ainsi que la loi de la force 
consiste à varier en raison inverse du carré de la distance, 
et que son intensité, à une distance égale à l’unité, est re- 

présentée par le coefficient constant . qui n’est 

autre chose que ce que nous avions appelé p dans le para- 
graphe précédent. 

Les doux premièr(‘S Lois de Képler déterminent donc o>in- 
plétement la foire motrice en grandeur et en direction. 

ün retrouve, d’ailleurs, an moyen des équations (1) et (2), 
les expressions connues du rayon vecteur et de l’angle dé- 
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crit en rom lion ihi temps <)iiam à la valeur de la vitesse, 
ronriiie par IVqnalioH (/i), elle es) identique à relie qu’on 

2 l 

avait déjà trouvée , puisque le coefficient du binôme — — -- 
est précisément égal à u. 

La troisième Loi de Répler établit, comme nous avons dit, 
ime relation entre les forces motrices des différentes pla- 
nètes. En effet, cette loi est la suivante : 


'j’a 

«’ fl'* 



en désignant par T, T', T" les durées des révolutions 

des planètes, et par n, a' a", les demi-grands axes de 

leurs orbites. 

, T* 

Cette Loi signilie, en d autres termes, que le rapport ^ 

est constant pour tontes les planètes. 

Ür, si l’on clierclie le temps employé par le mobile pour 
parcourir la courbe ottlu-rc, on trouve que, r désignant le 
ilonble de l’aire décrite dans l’iinilé de teni|)s, la demi-durée 
cliercln'-e multipliée par c doit être égale à la surface de l’el- 
lipse. On a donc 

-;cT = 7:fl6, 

en appelant T la dune en question et h le petit axe de l’ef- 
lipse, qui est égal à a i — e‘. Ou déduit de là : 

t’r =à;tV(l — e’) , 

J 

et par aiute, a cause de u.~ —r, rr < 

^ «(! — e’) 
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Mais, piiisqiip lo rappori est 1<- poiii' loulPS li's 

planpt«*s, il en r<“siillp (pip ù est aussi le iiu'iuc. 

Houe la force rapportée à l’unité de niasse et h l’unité de 
distance a la même valeur dans tous les mouvements pla- 
n^aii-es. 

Ou eu conclut que la force molriiîc totale qui sollicite les 
diverses planètes est proportionnelle à leurs masses respec- 
tives. r,’est ce résultat qu’on énonce, conjointement avec les 
précédents, en disant que le soleil attire les astres du sys- 
tème proportionnellennent à la masse de cliacun d’eux et 
en raison inverse du carré de la distance. 


sur l’aUraetiau UBlvenielle. 

329. — T.a dernière conséquence à laquelle nous sommes 
parvenus relativement à la proportionualilt- de la fori'e de 
(îravitaliou aux masses des planètes qui circulent autour 
du soleil , a dû mettre sui' la voie d’une géuéi'alisation 
plus grand»! encore. K;i présence de cette loi qui montre les 
forces invariablement liées aux masses sur lcs(pielles elles 
se développent, on a été conduit à penser que la gravitation 
est une propriété gi'-nérale de la matière, s'exerçant enin' 
tontes les molécules de l’univers accessible. Comme on ne 
voyait pas en elTet de; motifs d’attribuer, sous ce rappoit, 
une vertu particulière ait soleil, et de supposer qu’il ne res- 
sentait pas Ini-mème en présence des planètes les effets ipie 
ces dernières ressentent en présence du soleil, on a conclu 
que la force de gravitation, dont chaque planète est le siège, 
a nue réciproque dans l’astre central. Telle est l’origine de 
cette grande /oi fie la réaction, que nous avons développée 
au commencement de cet ouvrage, et qui l'-tait destinée à 
changer la face de la dyuamiipu-. On y était conduit par une 
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sorte de coiiceplioii métaphysique que nous avons dû re- 
pousser dans une exposition dogmatique faite après eoiip, 
mais qui n'en est pas moins remarquable eu ce qu’elle nous 
apprend la marche que suit 1e plus suuvent l'esprit humain 
pour arriver à ses plus hautes découvertes. Aujouid’hui 
(|ue l’expérience directe des phénomènes a déhnitiveinent 
établi la réalité de cette loi, ü serait évidemment puéril d’en 
rc'chercher la démonstration dans un ordre d’idées à priori: 
et il faut lui restituer sa véritable signification, d’ètrc l’ex- 
pression pure et simple des faits, sans aucun commentaire. 
Mais ce qui est vain pour prouver peut être sulTisant pour 
induire, et ce fut en effet une induction sublime que celle 
qui fil deviner à Newton une des plus grandes lois de la na- 
ture. 

Pour en revenir à l’objet spécial de ces considérations, on 
a donc suppose, je le répète, que le soleil était soumis à une 
action égale et directemciu opposée ù celle de la planète. 
Mais alors, de même qu’on avait vu la force motrice d’une 
planète proportionnelle à sa masse, de même on devait, 
cette induction admise, penser que la force corrcspondanie 
du soleil était aussi proportionnelle à la masse de ce dernier. 
L'intensité commune des actions réciproques développées 
entre le soleil et la planète se trouve ainsi proportionnelle à 
la fois ù la masse de la planète et à la masse du soleil ; en 
sorte que,m et M étant respectivement les masses de ces 
deux astres, la force en question, à l’unité de distance, a 
pour expression 

fniW , 

f étant dès lors une sorte de coeffieient d’attraction, c’est-à- 
dire la valeur de la force qui se développe, à l’unité de dis- 
tance, entre deux uiiilcs de mas.se en présence. La force 
motrice d’une planète se trouve ainsi rc|)résenlée, pour une 
distance quelconque, par 
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fin M 
~r^ ’ 

et celle force est en mémo temps celle qui ugit, en sens cou- 
Iruire, sur le soleil. 

Caille première généralisation opérée, il était naturel d’al- 
ler jusqu'aux extrêmes limites de cet ordre de considéra- 
tions. Un a donc admis que la force de gravitation est non- 
seulement iuliérente à chaque astre, pris en bloc, de noti-c 
système, sans en excepter le sol< il lui-même; mais qu’elh; 
doit régir jusqu’aux derniers atomes de la matière; cl que 
deux particules qncleonques, de masses e et e', à la distance 
r, développent tonjours entre elles une force réciproque, 
d’une intensité commune exprimée par 

r> ’ 

f étant tonjours le coelTieient de la force de gravitation. 

Telle est la conci plion la plus générale à laquelle on s'est 
arrêté sur la matière : conception saisissante par sa simp i- 
cilé et sa grandeur, et qui, jusqu’ici, a été complètement 
vérifiée par les conséquences qu’on en a déduites. 

Pin se plu(;antà un pareil point de vue, on doit penser que 
la p*csanteiir à lu surface du globe n’est qu’un cas particulier 
de cette gravitation universelle, et qu’à mesure qu’un corps 
s’éloigne de la terre, son poids diminue en raison inverse du 
carré de la distance. C’est ce dont on peut trouver une véri- 
fication immédiate dans l’examen du mouvement de la lune 
autour de la teri e. \ cause de la proximité de ce satellite, 
relativement à sa distance du so'eii, on est fondé à admettre 
que l’action de ce dernier sur lu lune est négligeable par 
rapport à la nôtre. D’après cela, la force qui pousse la lune 
vers nons,ou son poid* rapporté ;i l’unité de masse doit être 
égal à g (qui est le poids de l’unité de masse à la siiiface du 
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glütM‘), tliniinii<‘ dans le rappoi'l inven><' des eanrs des dis- 
tances; cVsl-à-dii'e que, 9 étant lu force en qiu»>tioD, K le 
rayon de la terre et / la distance de son centre à la lune, on 
doit avoir 

9 : ÿ : : R* ; 
ou 



Regardons l'orbite lunaire connue circulaire, ceqiû est peu 
éloigué de la vérité. Les observations aslroiiuiniques ont 
monU'é que l est égal environ à 60 R ; il faut doue qu'on ait 



Mais, rorbite lunaire étant un cercle, la force centripète 
rapportée à runité de tuasse, turce qui n'est autre que 9 , est 

. U* 

constante et égale a , en appelant r la vitess<* uniforme 

de la lune. Ur, T étant la durée d'une révolution, la circou^ 
férence 2 jt/ divis«'e par ï représeute la vitesse ; ou a donc : 

»» Iit:»/ 47r“.6üR 


La relation à vérifier est celle-ci : 

r 611’ ■ 

Si l’on substitue à R et à 1' les valeurs foiiruies par rofeoei*- 
vatiou, ou retrouve pour g la valeur connue g = 9,808. 

3â0. — Si lu conception générale émise sur la gravitatioH 
est exacte, c'est-à-dire si des httues réciproques develof»- 
poni entre tottU's les |tarUes matérielles du système pianii- 
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il en rrsiille iiéci‘$>:>uireiueut une alléruliuu (Jauft le 
muuvemeiU déliai par les Luis de képler. 

Car le soleil, élaul sollicilé par une furce égale el cuu- 
Iraire à celle qui agit sur la plauéle, ne deiueure pas iuMUo 
bile dans l'espace, el ne réalise |>as, |>ar cuiiséquenl,. ce cett 
Ire fixe dont il s'agissait précédeninHMit. Le uiouveinent de 
la planèu* autour du soleil u'esl donc pus un mouvenieat ab- 
solu, mais un niouveinent relatif, lel que rapcrccvrait un 
observateur placé sur le soleil el entrainé avec lui du même 
mouvement. Si l'un veut déterminer avec exactitude ce luoio- 
vemeui relatif, il est nécessaire d’a^ioiudve à la force 
tpice de la plauéle uoe force égale et dk’ucleiaeul oppujsée à 
la force d'eulrainvmeut du soleil. Üu obtiendra ainsi le mou- 
vemeni de la planète rapporté à un système d'axes placés 
sur le soleil et trans|M>rlés avec lui parallèlement à eux-iné- 
mes. Or, m el M désignant les masses respectives du U pla- 
nète et du soleil, représente l'intensité commune de 


lu force totale qui agit sur la planète ou sur le soleil; par 
f\l 

suite, représente la force qui agit sui- runité de masse 
de la planète, et — ^ celle qui agit, en sens conlraii e, sur 


riiirité de masse du soleil. La force égale el cunlruire à la 

f . , 

force d'eutraiuemeiii est doue . L'unité de masse de la 

• ^ 

planète se trouve, par eonséquent, sollicitée, dajts le inaa- 

f( «1-4- M ^ 

vemeiil relatif, par une force égale à — — ^ . Les éqiia- 
lione de son mouvement devront être établies en y faisaul 
figurer celte qiianlilé, au lieu de ^ qui s’y trouvait loi’s- 


qii'on avait conçu le soleil comme absolunieiit fixe. Si l’on se 
reporte à In signiltcation' de u, dans les calculs précités, ou 
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vuilque celle quaiilité l■el)péselllc exactenieDl /^M. Kii effet, 
U désigne lu furee, émuiiée du suleil, gui agit sur l'unité de 
masse de lu pluiièle, à l’iiiiité de distance ; et f\l ii’a pus 
d’autre sigiiiffcution. La cüirection qu’il faut faire dans les 
Formules, pour passer du mouvement considéié comme ab- 
solu autour du soleil fixe au mouvement relatif aulour du 
soleil mobile, consiste donc à ivmplacer partoiil u ou fM [lar 

m') , on par qui 'eut dire qu’il 

faut modifier le coellicienl u, dans le rapport de lu masse de 
la planète à la masse du soleil. Mais, comme cette rorrectioii 
ne porte uncnne atteinte à la forme des équations du moti- 
vement, les conséquences ne seront pus changées en ce qui 
concerne la nature de la trajectoire. Seulement, Je le répète, 
il faudra se rappeler que la masse qui ftgurc implicitement 
dans les formules n’est pas exactement celle qu’on suppose, 
mais en diffère d’une fraction représentée par le rapport de 
la planète au soleil, fraction qui, dans tous les cas, est fort 
petite. 

En ce qui concerne la troisième Loi, elle doit subir aussi 
une certaine altération. Un a trouvé en effet 



,, , . . ar . . 

et, comme I observation avait montre que vp était constant 

pour tontes les planètes, on avait conclu que le coefficient u 
était liii-niéme consUinl. Ur, nous voyons maintenant que u 
doit représenter en réalité, non pas la quantité /'M, qui effec- 
tivement ne change pas, mais bien la quantité /'(M -H m), 
laquelle contient, outre la masse du soleil, celle de la pla- 
nète, et qui, par conséquent, doit changer quand un passe 
d’une planète à l'antre. Il est donc impossible, si la concep- 
tion générale sur la force de gravitation on sur la constance. 
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O* 

de f, est tout ù fait exucle, cpie le rappoi t ne change pas. 

Mais, comme des observations ultérieures ont prouvé que 
les masses planétaiies sont fort petites relaüvemeiil à celles 
du soleil ( toutes les planètes avec leurs satellites réunis ne 
formeraient pas la ciuq centième partie de l'astre central), la 

variation de p et, par suite, de ^ est peu sensible; et on ne 

doit pas s'étonner que le grand astronome qui signala cette 
loi n’eût pas remarqué les altérations qu’elle présente. 

L’universalité de l'attraction apporte d’autres causes de per> 
turbation. £n premier lieu la force réciproque qui s'exerce 
entre le soleil et une planète n’est pas exactement dirigée d'un 
centre de gravité ù l’autre ; mais cette force totale provient 
d’une infinité de forces élémentaires dirigées de molécule à 
molécule entre les deux astres ; et rien ne prouve que la ré- 
sultante générale de toutes ces forces doive joindre exacte- 
ment les deux centres de gravité. Pour qu’il en fût ainsi, il 
faudrait que, dans chaque astre, les parties matérielles fus- 
sent symétriquement groupées autour du centre, ou que ces 
astres fussent composés de couches sphériques concentri- 
ques et homogènes ; la densité pouvant d’ailleurs varier 
d’une couche à l’autre. Bien qu’il n’y ait à priori aucun 
motif de l’allirmer, et qu’au contraire l’observation immé- 
diate du globe que nous habitons nous révèle une grande 
variété de densité dans son écorce superficielle, néanmoius 
on doit penser qu’en envisageant les choses dans leur en- 
semble, ces inégalités s’effacent, et que la densité moyenne 
de chaque couche du globe dépend de causes bien autrement 
générales et puissantes. On est ainsi conduit ù regarder les 
astres comme formés de couches cencentriqiies et homo- 
gènes; ce qui ramène la direction de la résultante générale 
des forces à se confondre avec la ligne des centres de gra- 
vité. D’ailleiii's même, ces couches fussent-elles tiès-héléro- 
II. « 
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m'iies, rcneiir roinniit>e ;>ur lu ilircclioii ili; la ivMilluiite se- 

* • 

rail à |a‘ii |tré^ iiisciisililc. Car les diinciisioiis des astres sont 
iusigiiiüuMles par rapporl à leurs distances : les droites qui 
jüigiieiil les diverses particiiies de l'un avec celles d'un 
autre ihi s'écurleiit guère d'un rigoureux parallélisme. La 
cause de perturlnition que nous venons d'examiner n'in- 
lluenee donc pas en n'‘atil<‘ la inanil'estation des Lois de 
Ké])ler. 

Lue dernière cause, plus sérieuse, consiste dans les ac- 
tions réciproques qui se développent enüe les diverses pla- 
nètes aussi bien qu'enlr<‘ chacune d'elles et le soleil. Chaque 
planete est soumise réelleineut à plusieurs forces dont les 
directions ne se confundeiil pas avec celie tjui émane du so- 
leil. l*ar suite, la rornie de lu trajectoire est altérée et ne 
demeure exactement ni plane ni elliptique. C’est surtout aux 
périodes de plus grands rappruchenieiits que les actions de- 
viennent sensibles. .Mais ces ))ertarbatious ne sont jamais 
considérables, à cause de la faible niasse des planètes, qui en 
rend l'action luuluelle tout à fuit secondaire devant celle de 
l'astre central. Iles observations aslrunuinitpies, même déli- 
cates, ne les révèlent pas, et il a fallu toute lu perfection de 
lu science moderne pour les manifester. Leur étude forme, 
du reste, un chapitre importani de rastronomie. 

331. — .H«*«e de» planète». A première vue , ladé- 
lei nii nation des masses des planètes semble tout à fait im- 
possible ; car ces astres sont sollicités par des forces qui sont 
préeiséinenl proportionnelles à leurs masses, et qui, par 
chaque unité de la jilanèle, ne dépendent absolument que 
du soleil. Un a trouvé, en effet, (|iie la force (|ui sollicite l'u- 
nité de masse d'une planète est représentée par p ou par 
/'.M, /'étant le coellicieul couslani d'attraction et M la masse 
du soleil. Ce résultat ne peut servir à Tien pour déter- 
miner lu musse de la planète, qui en est tout à fait indépen- 
dante. — A la vérité, on a bien vu que p di’-signe, non pas 
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exactement /'iM, mais bien f M 4- 1»)^ expression on la masse 
de la planète figure ; mais la petitesse de m, par rapport 
à M en masque complètement l'influence, et c'est justement 
pour ce motif que la tr oisième Loi de Kepler se trouve d'ac- 
cord avec l'observation. — .\iosi la connaissance du monve- 
inent des planètes n’apprend rien sur leurs masses respec- 
tives. Nous achèverons , du reste , d’éclaircir ce point 
par le rapprochement suivant. Les planètes sont è l’é- 
gard dn soleil ce que sont les corps terrestres par rapport 
à notre globe. Elles pètent vers le centre du soleil et leurs 
poids sont proportionnels à leurs masses. C’est ce que 
prouve l'observation de leurs mouvements; de même que 
pour les corps terrestres une semblable conclusion a été dé- 
duite de l’identité de leur chute verticale. Cette chute com- 
mune ne nous permettrait de rien conclure sur les rapports 
qui existent entre leurs masses, et nous ne pouvons arriver 
à un résultat que par la mesure directe de l'intensité de la 
force qui les sollicite vers le centre de lu terre. C'est alors 
que, cette force étant évaluée ou unités de poids, nous dé- 
duisons le nombre d'unités de masse du nombre de kilo- 
grammes. Pour en revenir aux planètes, il est doue bien evi- 
denl qu'en se bornant à les regarder tomber* vers le soleil, 
on n’apprendrait rien sur leurs masses ; il faudrait les peter 
directement, c'est-à-dire mesurer en kilogrammes la gran- 
deur de la force dirigée de la planète au soleil ; ce qui est 
absolument impossible. 

Toutefois, nous allons montrer qu’il y a un moyen d’arri- 
ver aux masses par l’observation du mouvement. Remar- 
quons, en effet, que ce qui s'oppose à la détermination des 


' Je (lis tomber à tles,«ein, car leur mouvement est une véritable chute 
vers le soleil , dlsslinulée parla vilea.se initiale : de même que, aur noire 
ploie, un cui i« projeté dans une direction quelconque tombe en décrivant 
une parabole. 
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masses c’est, comme nous l'avons d«*jà dit, leur extrême pe- 
titesse par rapport à celle du soleil. Car, si elles étaient du 
même ordre de grandeur , le coefficient {J-ouf (M ■+- m) 
ne serait plus constant, et sa valeur porterait pour chaque 
planète l’empreinte de la masse de celle-ci. En d’autres ter- 
mes, pour une planète quelconque m, jx ou fM ^ ^ j 

serait égal à une quantité connue, et, une fois fM dé- 
terminé, au moyen d’une planète à masse négligeable, on 

trouverait le rapport ^ pour toutes celles qui seraient de 

grandeur suffisante. 

L’obstacle, on le voit, vient de ce que, dans la réalité , le 

rapport ^ disparaît devant l’unité, qui figure de la même 

manière dans la formule. Mais cet obstacle est tourné en re- 
courant à l’observation du mouvement de ces autres astres, 
dits satellites, qui sont aux planètes ce que celles-ci sont au 
soleil. Si l’on désigne par tn la masse d’une planète et par 
«t'^a masse d’un satellite, m ' étant très-petit devant m, on 
aura les deux relations semblables : 

==/■>! -H . ismr la planète ; 
et 

= fin ^1 -f- , pour le satellite. 

Mais pour la même raison qu’on peut, dans la première 

équation, négliger le terme ^ et regarder le premier membre 

comme sensiblement égal à fM, de même, dans la seconde 
équation, on peut regarder le premier membre comme sen- 
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siblemcnt cgul à fm, piirco (jiic le ripp iii — p>t tres-pciil 
devuiu l'uiiitp. Les l'elalioiis ei-dessus se réüiiiseiit donc a : 



d’où l'on tire, par la division membre à membre, 

m a'* , 

M ~ ô> ■ r ’ ’ 

formule dans laquelle m n’est plus à négliger, puisque l'ë- 
quation est établie entre des quantités de même ordre, qui 
sont deux rapports également petits. Ou |>eut ainsi tranvev, 
avec une grande exactitude, la fraction qui représente la 
mesure de la masse d’une planète quelconque rapportée à la 
masse du soleil comme unité. 

, I 

Ce procédé ne peut évidemment s appliquer qu’aux pla- 
nèies qui satisfont à cette double condition : 1° d’être pour- 
vues de quelque satellite ; 2° d’avoir une masse extrême- 
iiieiit gi'ande par rapport à celle de ce satellite. Or, cette 
deuxième condition n’est pus remplie pur la terre, dont le 
satellite (la lune) a une masse qui, bien que très-iiiféricnrc 
à celle de notre globe, n’est cependant pas négligeable. 
Heureusement on dispose dans ce cas d’un autre moyen, 
puisqu’on peut évaluer directement la force développée par 
ia terre sur un corps placé à sa surface, c’est-à-dire le poids 
de ce corps. On trouve, en effet, en tenant compte de l’apla- 
tissement du globe et de sa rotation, que l’action constante 
qu’il exercerait sur runité de masse, s’il était parfaitement 
sphérique, et que le (;orps ne participât pas à sa rotation , 
serait égale à 9, 816, nombre diiïéreutde lu \aleiir ViCtquc 
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nous dpsigiici'on.s p;ir y. (Ictlc (|ii;inlil<‘ y iTproscnle donc le 
terme en appeiunl iii la masse de la leiTC et r son 
rayon : on a ainsi une relation 



obtenue en dehors des faits astronomiques, et qui résulte de 
mesures directes effectuées à la surface du globe. D'un antre 
côté, le mouvement astronomique de la terre autour du so- 
leil fournit la relation connue 


47t’<i’ 


f ( .M + m) ; 


en désignant toujours par a le demi-grand axe de l’orbite 
terrestre, par T la durée eu secondes de sa révolution an- 
nuelle, et par M la masse du soleil. 

Nous n'avons qu’a diviser, membre à membre, ces deux 
équations l’une'par l’autre, et il vient, en négligeant, dans 
le dénominateur, m devant M, 

m yr’T 

M • 4it’n* ’ 

ce qui fournit la mesure de la masse de la terre, rapportée 
à c«lle du soleil comme unité. 

Pour les planètes dépourvues de satellites, on a recouru 
à des artifices particuliers, plus ou moins approvimaliËs, 
donluous n’avons pas à nous occuper ici. 

332. — Jlemarque. Il r('•sulte de ce (|ui préc^'de que les 
masses des astres de notre système sont obtenues eu fonction 
de celle de l’un quelconque d’entre eux. Je dis quelconque, 
car il n’y a aucune difficulté à changer d’unité et à substi- 
tuer, par exemple, la musse de la t<*rre à celle du soleil, 
comme terme constant de comparaison. Mais, quoi qu’on 


A-, 


t 
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fassi*, U*8 inashps uiusi di'U-niiiiiLes sont esseiitiellcmeiu re- 
latives ; je veux dire par lâ (|u’elles ne sont eoiiiiues ijue par 
leurs rapports mutuels et ne sont point exprimées eu roue* 
lion de l'unité que nous avons adoptée aulérieureiiieiil (ii° 19) 
pour les corps qui nous sont directeineut accessibles. Il y n 
donc comme uii manque de soudure entre deux catégories 
de corps, d'une part, ceux qui nous entourent ininicdiatc*- 
mentetque nous pouvons manier, et, d'autre part, ceux que 
leur éloignement ou leur grandeur dérobe à notre usage. 

La méthode exposée plus haut pour l’évaluation des mas- 
ses de c(‘s derniei-s accuse netteinent rinipnissancc où l'ou se 
trouve de les rapporter à l'unité usuelle. Mais, bien qu'à ce 
point de vue il n'y ait aucun doute sur le caractère essen- 
tiellement relatif des résullafs qu’on devait obtenii-, il n’en 
reste pas moins dans l’esprit une sorte d'obscurité sur la 
raison de fond qui s’oppose à ce rapprochement entre les 
deux ordres de masses considérées. Y a-t-il insuflisancc des 
procédés déci'its ou impossibilité radicale à déduire de l’ob^ 
s<'rvalion des mouvements la mesure d’une de ces masses 
planétaires en fouctiou de notre unité usuelle? 

La réflexion ne tarde pas à faire disparaître cette indé- 
cision. '■■1 ^ «rf* 

Car, si l’ou se rapporte à l'évaluation des masses, teHc 
ipi’elle a été établie pour les corps qui nous sont soumis, on 
reconnaît que, pour les astres, cette évaluation manque 
d'uue de si‘s bases essentielles. La comparaison des masses 
implique en effet qu'on saclie mesurer directement l'énergie 
des forct's qui font prc'ndi e aux corps la même vitesse (n° Id). 
(i'est de la mesure seule de ces forces qu’on déduit le rap^ 
port des masses, ou plutdt c’est cette mesure qui est l’ex- 
pression même de ce rapport. Il ne servirait de rien de sa- 
voir que divers corps tombent vers la teiTe de la même ma- 
nière, si l'ou ne savait pas aussi quelles sont les valeurs des 
forces motrices qui les sollicitent, c'eSt-ù-dirc tpiels sont 
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leurs poids, puisque les poids sont en c« cas les furc< s iiio- 
tiices. En un mot, il faut ]>oiivüir peser ces corps, ou éva- 
luer directement l'intensité de l’elTort auquel ils obtussent. 
Or, les planètes vis-à-vis du soleil, ou leurs satellites vis-à- 
vis d'elles-mèmcs, se comportent comme les corps terresti'es 
vis-à-vis de notre globe. L'observation de leur mouvement 
nous apprend seulement que les forces motrices sont pro- 
portionnelles à leurs masses ; mais elle ne nous apprend pas 
ce que sont ces forces, à combien de kilogramme* elles 
équivalent. Kl cette évaluation, il est bien évident que nous 
n'avons aucun moyen de la faire, et que nous ne pouvons 
pas mesurer l'elTori qui pousse une planète vers le soleil, 
comme nous mesurons rclforl qui pousse un corps vers la 
terre. 

Mais la manière même dont nous sommes parvenus a 
trouver les rapports qui existent entre les masses des divei s 
astres, nous montre la voie indirecte par laquelle un peut 
établir une transition entre ces masses et celles des coips 
terrestres. En effet, c'est en comparant la force de gravita- 
tion qui émane du soleil sur la planète, avec celle qui émane 
de la planète sur le satellite, qu'on a déterminé le rapport 
des masses du soleil et de la planète, dont ces deux forces 
sont la mesure. Si l'on veut passer de là à notre unité 
usuelle, c'est-à-dire rapporter la masse de la terre, pur 
exemple, à celle de cette unité, il faut prendre un troisième 
terme de comparaison qui joue vis-à-vis de l’unité de masse 
le rôle du satellite vis-à-vis de la planète, tandis que cette 
unité elle-même jouera vis-à-vis de la terre le rôle de la pla- 
nète vis-à-vis du soleil. Il sera d'ailleurs loisible de rempla- 
cer l'unité de masse par tout autre corps, pourvu qu'on con- 
naisse la valeur numérique de la force qui représente l'action 
de la terre sur lui. Or, cette force, c'est précisément le propre 
poids du corps qu'on peut toujours évaluer d'une manière 
directe. Quant an troisième terme de comparaison, qui rem- 
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pluce le satellite, il faut le soustrait'e d'abord à l'aetion du 
glülie terrestre, comme le satellite liii-ménie est eeijst* sous- 
trait à l’action du soleil. Un y parvient sans peine <‘ii le siis- 
|M‘iidaiit, par exemple, pur son centre de gravité. Il ne ivstc 
plus qu'à mesurer l'action que le premier corps exerce sur le 
se<'oiid, dont la masse est beaucoup moindre. Plusieurs ap- 
l>areils ont été imaginés à ce point de vue. Le plus ingé- 
nieux, connu sous le nom de balance de tenxion, est dû à 
Coulomb : il consiste, comme on sait, en un levier horizunt.il 
très-mince, suspendu par son milieu, et portant à ses extnv 
mités deux petites sphères. On approche de ces sphères 
deux corps d'un poids eonnn, placés syim'triqiiement, et l'on 
observe les oscillations hori/.ontales qu'effectue le levier au- 
tour de son centre sous ritifliiencc de ces deux sphères, à 
droite et à gauche d’une position d’équilibre qui correspond 
à uii(‘ déviation telle que la torsion du fil soit exactement 
égale à l'attraction des deux corps. Ce mouvement pendu- 
laire permet de trouver la valeur de la force motrice qui le 
di'-termine, et, par suite, de comparer cette force avec l’ac- 
tion de la terre sur les deux cotps attirants, c’est-à-dire avec 
leurs poids. On est parvenu ainsi à assigner un chiffre assez 
approximatifà la masse du globe, évaluée celte fois en unités 
ordinaires, et l’on a trouvé que cette masse correspond stm- 
siblement à une densité moyenne un peu supérieure à cinq 
fois celle de l’eau. 
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as. — Uéanltionii. On uoinme système funiculaire 
(du mot latin funue, cordc) un lien parfaiteineiU flexible et 
doué d'une résistance iiidéCnie, aux divers points duquel 
sont appliquées des forces quelconques. 

• Le problème général consiste à trouver les relations qui 
doivent exister entre les forces, pour que l'équilibre ait lieu, 
et la figure géométrique qu'affecte alors le système. 

On distingue trois cas principaux : 

1° Les points d'application des forces occupent sur le lien 
des positions déterminées ; 

2" Ces points peuvent au contraire glisser librement le 
long du lien, comme feraient des anneaux; 

3" Les forces sont distribuées, d'une manière continue, 
sur toute l'étendue du lien, au lieu d'ètre appliquées en un 
certain uombn* de points distincts. 

Dans les deux premiers cas, le système eu é(]uilibre af- 
fecte évidemment la figure d'un polygone. Les points d'ap- 
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plicaüon des forces en sont les soiniuels, et les poiTioiis ior 
variables du lien, comprises eiilre ces points, en sont les 
côtés. Chacun de ces côtfis est ncccssaireinent rectiligne 
puisque les forces totales des deux sommets contigus se dé- 
truisent mntuelleinent par rinterinédiaire dn lien. I.e sys- 
tème reçoit spccialeineut le nom de fto/ygone funiculaire. 

Dans le dernier cas, les sommets disparaissent par suite 
de la répartition continue des forces le long du lien. ï.a 
forme affectée par le système devient curviligne : c'est 
pourquoi on l’appelle courbe funiculaire. 

Dans la nature, les cordes ou liens quelconques, employés 
à la réalisation de semblables appareils, offrent toujours des 
résistances plus ou moins grandes à la flexion et au glisse- 
ment. Ils sont, en outre, sujets ü varier de longueur sous 
l'action des forces extérieures. Mais toutes ces circonstances 
sont négligées dans l’étude théorique à laquelle nous nous 
livrons ici. 

Remarque. — Dans la mécanique générale, on traite les 
questions d'équilibre au point de vue des conditions aux- 
quelles les forces doivent satisfaire pour être sans influence 
sur l’état de repos ou de mouvement d'un système donné. En 
sorte que la forme du système doit être la inénie, après 
comme avant rintroduction des forces. Le nombre des con- 
ditions que doivent vérifier li.'s forces extérieures est alors 
égal, comme on suit, au nombre des coordonnées des points 
matériels diminué du nombre d’équatious de liaisons (n’’147, 
première conséquence). 

Dans l’étude des systèmes funiculaires, ou n'assigne (>as i 
priori les positions des divei-s sommets du polygone ou la 
forme géométi ique de la courbe. Ou reste maîti’e de dispo- 
ser de et» éléments pour faciliter rétablissement de l’éc|Hi<- 
libre. Les équations de conditions entre les forces doivcol 
être natuivllciuent beaucoup moins norabreuse.s, puisqu’on 
peut fciiif varier a volonté les coordonnées de loue lef 
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points»; cc qui repivsisnli- aut.-iiil du qiiuulités arbitraires 
> qu'il y il de utn» uoorduiiiiées, moins le nombre d'équations» 

de liaisons qu'on suppose exister entre elles à priori. 


Polygone fooleololre k POMMeli» fixe». 


384. — Soit M.M M" 
chaque sommet .M, M',. 
quelconques. 


M'"' le polygone considéré. A 
.\I<") sont appliquées des forces 


Un ne diminuera pas la 
généralité de la question 
\ JJ en supposant qu’il n'y ait 

' T' ypy qu’une force en chaque 

^ J" ^ / sommet ; car toutes celles 

/ qu’on y pourrait mettre 

/ 1 seraient réductibles à une 

'* / I ^ seule, comme conconrant 

^ P" au meme point. 

Fig- M. Soit donc P, F, P",.... 

P<"), les forces qui agissent respectivement aux divers som- 
mets; et «, c, y, y', les angles qu’elles forment 

av» c trois axes de coordonnées l•ectangulai^es. IXisignons 

par T', T", T(''> les tensions qui s'établissent dans le lieu, 

entre les points M et M', M' et .M",....' et M et par 

X, y, X, x', y', z' , les coordonnées des divei’s sommets. 

Les longueurs connues des eûtes successifs du polygone se- 
ront représentées par /', /",... . /W . 

La méthode générale pour établir les conditions d’équi- 
libre consiste, comme on sait, à exprimer qu'en chacun des 

points M, .M', M", la somme des composantes des forces 

extérieures et intérieures (?st sans aucun elfet sur le monvc' 
ment de ce p<»int (n" 147). Ou aura donc, pour le premier 
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sommet M, où agissent seulement les forces P et 1 les trois 
équations suivantes : 

I P C08 * -t- T' ^ f * ~ O , 

(M) I Pcosê -t- T'î^-^ = 0, 
f P C08 7 -4- T' ^ y ^ = O . 


Pour le point M', on aura trois équations analogues entre 
les forces P', T' et T". Il faudra prendre T' avec le signe 
moiv», parce que l’actinn du lien en M’ est inverse de ce 
qu’elle est en M. Les relations seront donc celles-ci : 


(M') 


P' cos «' 
P' cos O 



T' y'— y 
* /' 


P' 



-h T " 

_j_T" 



= o . 

== O , 

= o . 


Les autres sommets donneront lieu à des groupes sem- 
blables. Nous nous contenterons d’écrire les deux derniers, 
afin de mettre bien en évidence la symétrie des formules ; 


(n-i; ''»-«) 

P'"-cos«>-‘>-T'-' " 


;n-ii ;«) 

»r-7 p'" ”fosê“' '’-'r-’ y — h i"' ^ -p— 


'O, 


[ p'- '-Cosy ’-' -T” '- 


(nj *(“-*> 
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■m) fu.i) ‘ 


P'"i cosy"’ — T" 




J“) 

lit-i) 

y — 

y _ 



J») 


Z — 

Z 


y») 


O . 


Dans toutes ces équations, les quantités counues sont les 
longueurs des côh'“s, ainsi que les forces extérieures ossi- 
fiées d’avance en ftrandeur et en direction ; les quantités 
Mconniies sont les coordonnées des suiiiinets et les tensions 
qui BVtablisseiit dans les liens. 

il s'agit de savoir si, au moyen d’une configuration con- 
venable du polygone, l'équilibre peut toujours être obleiui 
avec les forces données; et, — dans le cas où la réalisation 
de cet équilibre serait sujette à restrictions, — de trouver 
les conditions ftarticulièrcs que doivent remplir les forces 
données pour que l’équilibre ait lieu effectivemeul. 

Nous avons à satisfaire aux équations écrites ci- 

dessus, lesquelles répondent aux n + l sommets supposés. 
Nous avons à satisfaire aussi aux n équations de liaisons , 
qui cxpriineut que la distance de chaque sommet au som- 
met voisin est égalé à une longueur donnée. Eu regard de 
ce nombre total de relations nous pouvons disposer : 1° des 
n tensions qui, dans les diverses parties du lien, s’établis- 
sent en conséquence des forces appliquées au système ; 
a* des coordonnées des « + I sommets. 

Au premier abord, il semble que le nombre des quantités 
à tiotrc disposition soit précisément égal à celui des équa- 
tions, et que, par suite, on soit toujoui s assuré de réaliser 
l'équilibre avec des forces absolument quelconques. Une 
telle conclusion serait manifestement absurde; car on voit 
bien, par exemple , (pie si toutes les forces extérieures, y 
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nmipris celles d(*s iIfiix Ronitiicls cxtn'iiiis, liraient dans le 
même sens, l’équilibre n’exislerail pas, niais qu’au eontraire 
le système entier prendrait un inoiivement suiTunt la direc- 
tion commune. Cette apparente contradiction disparaît de- 
vant un examen plus attentif des formules. En effet, ce ne 
sont pas les coordonnées elles-mêmes qui ftfpirent directe- 
ment dans les équations, mais bien leurs différences. On le 
voit d'abord pour les relations écrites ci-dessus, et on le voit 
éjçalement pour les àjnations de conditions, qui sont fontes 
de la forme 

Pz= {x' -xy-{- {y'— yY h {z' — zy . ^ 

Ce sont donc les quantités x'—x, y'— y, t' — a, x" — x\.',.. 
qni constituent les véritables inconnues dont on peut dispo- 
ser pour satisfaire aux diverses relations. Or, ces quantités 
sont au nombre de 5« et non de 3(n-|-î). On n’a ainsi, eu 
réalité, en y comprenant les tensions, ipie ùw incotinnes 
pour vérilier les 4«-|- 8 équations. Par conséquent, trois de 
ces dernières doivent être satisfaites indépendamment des 
tensions et des positions des sommets : ce sont les équa- 
tions de conditions qui doivent exister, à priori, entre lés 
forces du système. Pour les obtenir, il suffit d’éliminer ton- 
tes les tensions et toutes les coordonnées entre les Im -f- 3 
relations. 

ür, celte élimination s’effectue très-simplement, en ajou- 
tant ensemble : 1° les premières équations des groupes (M), 
(M') 2“ les deuxièmes équations des mêmes grou- 

pes; S" les troisièmes équations. Tous les termes affectés des 
tensions et des coordonnées se détruisent deux à deiflt et il 
reste : 

I P cos a -f r' ros a' i- . . . . -j- P'" cos a'"' = o , 

(o) i P cos c -f- P' CO.S ê' -I- .... -I- p;“» cos c “' ~-f- O , 

I P ros y -|- P' cos y' -f- . . . . -|- P'"' cos y'"' = o . ' 
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Os équations expriment que les sommes des projections des 
forces extérieures, suivant trois axes rectangidaires, sont 
identiquement nulles. 

Mojennunt celle triple cundilion, on peut être certain 
qu’en assignant des positions convenables aux divers som- 
mets du polygone, il en résultera, dans les côtés, des ten- 
sions telles que chaque point demeure parfaitement en éqiii- 
libre. 

Nous pourrons dès lors délemiiner les valeurs de ces 
tensions et la configuration du polygone. 

iün eflel le groupe des équations (.M) nous montre d’abord 
que la première force P et la première tension T' donnent, 
suivaut chaque axe, des composantes égales et de signes 
contraires. Donc cette force et cette umsioii sont égales et 
directement opposées. 

On voit de même, par l'inspection du groupe des équa- 
tions (M'), que la force P' est égale et directement opposée 
à la résultante des deux tensions — T' et T". Ür, In tension 
— T', qui s’exerce en M', est réciproque de celle qui s'exerce 
en M, et, par suite, est de même grandeur et de même sens 
que la force P. Si donc on remplace la tension — T' par sa 
valeur -H P, la force P' sera la résultante de P et de T" , ou, 
ce qui revient au même, la résultante de lu force P' et de la 
force P, transportée en M', sera égale et directement oppo- 
sée à la tension T". 

De même encore la force P" est égale et directement op- 
posée à la résultante des tensions —T" et T'"; et, si l'on 
remplace — T" par la résultante des deux forces P et P', 
qui lui est égale, il s’ensuivra que la résultante des trois 
forces P, P' et P", transportées parallèlement à elles-mêmes 
en M", sera égale et directement opposée à la tension T”'. 
Ainsi de suite just|n’an sommet MW, où la force PW est égale 
et directement opposée à la tension T<") ; on, ce qui revient 
au même, égale et din'ctement opposée à la r<^ultaiite de 
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toutes les forces du sysièiue , traiisporiéi's au point M("). 

(les eonséquenees perinelteiit à la fois d’assigner la valeur 
de la tension en chaque point, et de construire géoniétri- 
queinent le polygone d’équilibre. Car Itî premier côté M M' 
étant placé dans la direction de 1a force P, le point M', qui 
est à une distance connue t du pout M, est dès lors parfai- 
tement déterminé. En construisant sur les deux droites MM' 
et M'P' le parallélograinine de ces deux forces, lu diagonale 
fournira la direction de M M", et, par suite, la position 
exacte de M". En construisant sur M'M" et M"P" le paral- 
lélogramme de la force T ' (égale à la résultante de P et 
de P ) et de la force P", on obtiendra la direction de M"M ", 
et la grandeur de la tension T'". Un continuei'a de même 
jusqu’au dernier sommet, oii la diagonale du parallélo- 
gramme coïncidera exactement avec la diiection de la force 
P '0 et représentera une force égale et contraire à cette der- 
nière. Cette coïncidence et cette égalité finales sont assii- 
ii'es, par suite meme des équations (1) qn’on suppose satis- 
faites a priori. 

La méthode qui précède nous dispense de recourir à l’é- 
limination algébrique pour trouver les valeurs des coordon- 
nées des sonimcts. Le calcul serait fort laborieux et ne nous 
apprendrait rien de jilus. 

Un peut arriver aux mêmes conclusions sans passer par 
les équations (M), (.M )... Remarquons, en elTet,qne l’équi- 
libre existant dans rcnsembic du système doit exister séparé- 
ment en chaque partie. Si donc on envisage d'abord le premier 
sommet M, on voit sur-le-champ que les deux forces Pet T' 
qui le sollicitent sont nécessairement égales et opposées. Au 
sommet M' les forces en équilibre sont au nombre de trois, 
savoir P", T' et T". Uonc chacune d’elles est égale et oppo- 
sée à la résultante des deux autres. Mais la tension T', qui 
agit de M' en M, c’est-à-dire en sens (xmtraire de celle qui 
agit de .M en M', au sommet M, est égale à la force P, et di- 
II. 
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ligi'p ilaiis loim'tno sons. Il on losullo tiuo la tension T" est 
égale et opposée à la n^ultante des deux forces I’ et P', ap- 
pliquas au môme point M'. En conliniiani de la sorte, et 
s’appuyant toujours sur ce que l’équilibre a lieu séparénieiit 
autour de chaque sommet, on arrive à conclure que la résul- 
tante de toutes les forces exuuieurcs P, P P^" ~ sup- 

posées appliquées au point IVP"-*', doit tomber sur la direc- 
tion de la dernière force Pi") , et lui est en même temps égale 
et contraire. Or, pour que cette coiidilion, manifestement 
suflisante pour l’équilibre général, soit remplie, il faut que 

les sommes des projections de toutes les forces P, P', 

p(" - ') suivant trois axes rectangulaires aient des valeui-s 
égales et de signes contraires aux valeurs des projections 
de la force Pi") . On tombe ainsi immédiatement sur les trois 
équations (rt) déjà trouvées. 


Coimequencen. 

— 1" Si runc des extrémités du polygone, le poini .M; 
par exemple, est absolument tixe, l’é-quilibre pouri-a tou- 
jours avoir lien, (jiielles que soient les forces appliquées au 
système. En elfet, celà revient à supposer, daus les formu- 
les (l),que la premièi'e force P est remplacée par une for«'e, 
de grandeur et de direction indéterminées, qui représente la 
résistance du point tixe. étr, en assignant à P cos *, P cos o 
et P cos y des valeurs convenables, on peut toujours satisfaire 
aux trois équations (1), et, par suite, assurer l’équilibre. 

2" Si l’antre extrémité .MéO est également fixe, on in- 
troduit dans les mé-mes formules trois nouvelles indéter- 
miinics: Pi")cos« ") , P(") cosê(") , Pl") cos yl"). Mais cela ne 
signifie, point qu’on peut réaliser l’équilibre d’une infinité 
de manières, en donnant diverses valeurs arbitraires à ces 
trois quantités. Car, en même temps que tes indéterminées 
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sont iniroduilos dans les écinations, on introduit trois nou- 
velles conditions runsistanl en ce que les coordonnées du 
point MW, calculées eoninie étant celles du dernier sommet 
du polygone en (‘quilibre, doivent être égales aux valeurs 
assignées d’avance pour la position du point fixe. Il n ’5 aura 
donc, en réalité, qu’une seule jmsitiori d’équilibre. 

3" Lorsque toutes les forces P, P', Pt"lsont contenues 

dans le même plan, il est évident que le polygone est aussi 
contenu dans ce plan. 

U° La même consi'qnence a lieu, <|uand les forces, sans 
être a priori dans un seul plan, sont tontes parallèles entre 
elles; car les trois droites .M'M, .Al'.M" et M P' sont situées 
dans un même plan, puisque ce sont les directions de trois 
forces concourantes en ('•quilibre. Donc le |)oinl M" est aussi 
contenu dans ce plan. Mais la droite M'T" étant parallèle à 
M'P', le plan de M'M" et de MT' contient M"P". Les trois 
droites qui concourent au point M" doivent, pour la même 
raison que tout à riieure, appartenir à un plan qui ne peut 
être que celui de M'M" et de M "P". Donc ce plan est le 
même que le [irécédent. En raisonnant ainsi pour tous les 
autres côtés, on arrive à la conclusion énoncée. 

.5" Supposens tontes les forces parallèles et les deux extré- 
mités du polygone absolument fixes. Les forces P et Pt") re- 
présentent les résistances de ces points, on, si l’on vent, les 
tensions T' et T "> des côtés qui y aboutissent. Le polygone 
étant contenu .dans un même plan, prenons ce plan iionr 
celui des xy, la direction commune des forces pour axe 
des y, et une perpcndienlaire à celte direction pour axe 
des X. Les trois équations ( 1 ) trouvées précédemment se 
simplifient beaucoup. La dernière disparaît, la première se 
réduit à : 


[* cos « = P "• CCS «!"' , ■ 


la troisième à : 
ij. 
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P sin a -h P " sin a'"' = — (P'-H P''-H ■ + P'°''* ) • 

Cela nous monire i|iie les pi'ojeeiions des résistances des 
points d'appui, sur une direction perpendiculaire aux forces, 
.sont égales et opposées , et que la soninie de leurs projec- 
tions sur la direction des forces est égale cl contraire à la 
somme algébriipie de toutes ces foices. Quand il s’agit, pai- 
exemple, de forces ducs à la pesanteur, les composantes 
verticales des résistances des points d'appui sont égales et 
opposées au poids total appliqué au polygone. On peut voir 
aussi que deux tensions contignés à nn même sommet ont 
des composantes hori/.ontales égales et contraires, et que la 
somme algébrique d<- leurs composantes verticales est égale 
et opposée au poids qui charge directement ce sommet. D’une 
manière générale, la composante horizontale d'une tension 
quelconque a la même valeur sur tout le périmètre du po- 
lygone. Si deux côtés sont également inclinés à l’Iiorizon, 
les tensions qui y régnent ont les mêmes valeurs, et chacune 

d’elles est égale à — ^ ^ , en désignant par n le poids 

que supporte le sommet et par t l’angle du côté avec l’hori- 
zon. Celte tension devient très-grande à mesure que t di- 
minu<‘, et croit au delà de toutes limites. 

33C. — Remarque I. Dans tout ce qui précède , nous 
avons constamment supposé que les forces appliquées au 
système agissaient, en chaque point, de manière à tendre le 
lien. 11 est évident que, si elles agissaient en sens contraire, 
de façon à le comprimer, l’équilibre ne pourrait exister, 
parce que le lien ne résiste pas à ce genre d’efforts. Pour 
que l’équilibre eût lieu, il faudrait que chaque côté, soumis 
à de semblables forces, fût remplacé par une lige parlàite- 
menl rigide qui résisterait à la comj)ression, comme le lien 
lui-nièine résiste à l’extension. 

Remarque 11. — Si la forme du polygone était assignée a 
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priori, les forces cxlcriciircs devraient natMrelleinent satis- 
faire à un bien pins grand nnnibre de eunditions pour pou- 
voir se maintenir en é(piililire sans altérer la ligure géomé- 
trique du système. On sait (|iie, dans ce cas, le nombre 
d’équations de conditions est égal au triple du nombre des 
points matériels, diminué du nombre des équations de liai- 
sons. Le nombre des points est ici de «-f- 1, celui des liai- 
sons est de n : il y aura donc 3"// -|- 1) — ou ^n+ 3 équa- 
tions de conditions entre les foi-ees. C’est, du reste, ce q[ui 
ressort de riuspection des équations (M),(M')... 'éta- 
blies ci-dessus. Pour satisfaire à ces 3(/t 1) relations, 

nous ne disposons que de n tensions T, T” ’fl") fce qrti 

laisse subsister in -f- 3 conditions. On peut en voir aisément 
la signification. En elVet, prenons le groupe (M) et élimi- 
nons l’inconnue T' : il vient 

cos a cos c cos y 

x‘ — X )/' tj z' Z 

Ces deux équations expriment que la première force P peut 
avoir une grandeur quelconque, mais que sa direction se 
confond avec celfe du côté MM', laquelle est assignée- d’a- 
vance. Pareillement, en éliminant T' et 'f ' dans le groupe 
(M ) on obtient : 

P cos 3£ -f- P' cos «' P cos c -f- P' cos c' P cos y-f- P' cos y' 

x” — X y" — y z" — z' ’ 

ce (]ui nous montre que la résultante des deux forces P et P', 
appliquées en M', doit avoir la direction fixée M'.M". Si 
donc on a pris arbitrairement la grandeur de P et de P’, la 
direction de P' s’ensuit, puisque celle de P est déjà détermi- 
née. En raisonnant ainsi pour les autivs sommets, on recon- 
naît que la grandeur de chaque force peut être choisie arbi- 
trairement, mais qu’alors toutes leurs directions se trouvent 
lixéob. Il y a une exception à faire pour le dernier sommet, 
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OÙ la Eiircf 1*(") esl iiuii-seiileiiic'iii déloriDÎuée en direetion, 
.mais aussi en grandeur; car elle esl égale et opposée à la 
leosion T("' , laquelle résiille d<? toutes les autres forces, 
stippost'es trausporU‘es au point MW . Ainsi la force P>") sa- 
tisfait à trois conditions, qui ne soni autres qiie'les relations 
(u) d(q;i trouvées pour le casoii les soinuiets sont arbitraires. 
Quant aux autres forces, au nombre de n, elles satisfont 
cliaciiiie à deux conditions : ce ()iii donin; en tout ïn 3 
équations tpie doivent vt'-rilier les forces iioiir rester en équi- 
libre, sans altérer la ligure du polygone. 


Polygone funiculaire à aoiniiicf.s variables. 

337. — iVoiis supposons que le point d'application de 
chaque force peut glisser librement le long du lien. 

On a (Iténonlré au n° 107, à l’occasion dt; Ttiquilibre du 
point mat('-riel,qnc la force extérieure divise en deux parties 
égales raiigic formé par les deux portions dif lien, et que la 
tension est la même dans toute la longueur. C.haque force est 
alorli liée à la valeur constante de la tension par nue équa- 
tion très-simple, qui exprime ipie sa grandeur linmérique 
estt'gale à c(‘ll(! de la tension multipliée par le double cosi- 
nus du demi-angle des deux côtés contigus. 

Les deux forces extrêmes étant respectivement t'-gales et 
opposées aux tensions des côtés ipii y abontissenl, il en ré- 
sulte, pnistpie la tension est la même partout, que ces deux 
forces devront avoir la même valeur numé'ri(pie. Outre celte 
condition fondamentale il faudra, pour l’équilibre, que les 
trois équations (n) trouvées précédemment soient encore 
saiisf.iites ; c’est-à-dire que les sommes des composantes de 
tontes les forces, suivant trois axes retdangnlaires, devront 
être identiquement milles. On obtient ces trois l'elations de 
la même manière, en ajoutant les premières équations des 
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pfroHpes (M), (Al'), puis l<“s sccoiules el enliii les iroi- 

siènies. On réiiliserail un exemple de ce genre d’équilibre 
en passant un lil dans une stirie d’anneaux lixés dans l'es- 
|iare. Les deux foi'ces ap])liqnées aux deux bords du lil de- 
vraient être «‘gales, et la résistance développée par chaqut; 
anneau diviserait en deux parties égales l’angle des parties 
adjacentes du fd. 

Si, les itoinls d’application des foi ces étant mobiles, une 
des extrémités du lien est fixée, les trois équations (n) de 
condition pourront toujours être satisfaites pur une gran- 
deur et une direction convenables de la l■«'•sislam•«! du point 
fixe. Il ne restera plus qu’une, seule condition consistant en 
ce «pie la «lernière force pfaetie à l’autre extrémité devra 
avoir la même intensité que cette résistance. 


Coarbes funiculaires. 


3.38. — Les forces sont réparties, d’une tnanière continue, 
sur toute l'étendue du lien. Nous supposerons, pour plus de 
simplicité, qu’elles sont paralUdes, et nous examitierons deux 
cas ; selon que la réjiartition est nniformi' , ou qu’elle est 

proportionnelle à 1a projec- 
tion du lien sur une droite 
perpendiculaire à la direc- 
tion commune des forces. 

Le premier cas correspond 
aux courbes dites chaînet~ 
ten, et le second aux cour- 
het dex pont* xuspendu*. 

('Iiainettc. — Soit A B 
un lil llexible, suspendu par 
ses deux extrémités, et sol- 
licité sur toute sa lotigneur par des forces parallèles unifor- 


.-V 
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int'iiiciil n-pai lies, :i"issîitil ilc liuiil cii lia.s , t-ii verlii.ik's- 
qiicllcs il prend, dans l’idal d'équilibre, une eertaiiic l'orme 
curviligne. 

>'oiis pouvons considérer ceiu- courbe cuniinc un poly- 
gone rornx' d'une inlinité de cétés inüuiinenl petits, et ima- 
giner que les forces if'-parlies sur les divei-s (déments sont 
appli(|uées aux exirémités de cbacuif d'eux. jS'ous aurons 
ainsi un polygone funiculaire inlinilésimul, auquel nous se- 
rons endroit de rapporter toutes les conclusions prc'cédem- 
inent développi'-es, puisipi’ellos sont iiKb’peudautes évidem- 
tneut du nombre des côtés. 

D'après cela nous voyons sur-le champ ipie la courbe du 
lil est contenue dans un même plan , et, si l'on prend deux 
ax( s, dont l'uu suit parallèle à la direction commune des 
forces, et l'autre perpendiculaire, nous voyous également que 
la composante de la tension, suivant l'axe perpendiculaire, 
a partout la même valeur; et que la somme a’gébri(|ue des 
composantes, suivant l'axe parallèle, de deux tensions con- 
tiguës à un meme point, est égale et contraire à la force qui 
est directement appliquée en ce point; 

Cela posé, soit M un point quelconque de la (;ourbe, .r cl 
y ses coordouiu'-es; soit T la valeur de la tension (|ui regue 
en ce point dans la partie du lil située à gauche. Si p désigne 
la somme des forces parallèles qui agissent sur l'unité de 
longueur, pdx représentera la somme de cclh's qui agissent 
sur l'élément : ce sera par cousi-queut la force (pu? nous 
supposons appliqiuie au sommet .M du polygone iuliuilési- 
mal. Kii vertu de ceiK* force, la tension du fil, à droite du 
point ,M, se trouve augmeulé'e et devient 1 -|-f/'l'. .Nous de- 
vons d'abord expi imerquc la composante de la tension sui- 
vant l'axe des a: est constante. Du aura 

. dx 

(1) -ï^=c. 
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e déstgnaiit une (|iiaiilil)‘ qui iiti varie pas avre le peint con- 
sidéré. 

Il l'aiil exprimer eiisiiile que la somme alj'ébrique des 
composantes, suivant Taxe des y, de la ti-nsion T et de la 
tension T |-rfT, est égale et contraire à la for<a* pttx La 

composante de la première limsion est égah; à — ^ ' 

elle est affectée du signe moinx , puisiiu elU- agit de haut 
en bas ou dans le sens des coordonnées négatives. La 
composante de la deuxième tension est l'eprésentéc par 

(T I </T)| ^ ^ simplement par 


■‘S+" 



en m'-gligeaut rinlinimenl petit du seeotid 


ordre • Cette valeur est affectée du signe ;>/«#, 

d$ 

puisqu’elle agit de bas en haut. La somme algébrique des 
doux eomposanles se réduit donc à d > (pianlilé qui, 


avons-nous dit, doit èii-c égale à pdx. On aura ainsi pour 
seconde équation : 


( 2 ) 



Si nous remplaçons ï par sa valeur, tirée de lu première 
écpiation, il vient 

( 3 ) = 


mais f/j»= y/l ; cette équation peut donc être 
écrite 
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ih 

rfr* 




ji ^ 
c 


Uup pmnim' inlogralion lioniifi, d'après les règles com- 
mies de l’analyse : 


(5) log. nép. 


i<l'J 

\(/j; 


v/ 




const. 


La conslaiile sera nulle si nous faisons passer l'axe des ?/ pâl- 
ie point le plus lias de la courbe. Ln'eetiveineiil en ce point la 

tangente est lioriiontale , ce rpii annule et par suite le 

logarithme du premier membre : comme en même temps 
ar=o, il s’ensuit : const=o. L’équation (.5) devient donc ; 


<iy 

<Ti 






c 


Pour la résoudre, on emploie un artifice consistant à luulti- 

dx 

on obtient alors une nouvelle (‘quation auxiliaire : 


plier les deux membres par 



dx 



Ùl~ 

dx^ 


V 



Il n’est pas dilTicilc d’en déduire, par voie d’addition, et en 
suite par une intégration : 



Telle est l'équation de la courbe cherchée. La constante 
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proveDanl de cette seconde intégration est évidemment 
nulle, si l’on a soin de placer l’axe des r à une distance — 

r 

au-dessous du point le plus bas de la courbe : car alors pour 
jr = o, le second membre, qui fournit la valeur de l’ordon- 
née correspondante, se r('■duit à ÿ ^ ■ 

On obtient sans peine la longueur de l'ar»; », comptée à 
partir de l’origine des coordonnées, pour une valeur quel- 
eoïKiue de x : cette valeur a pour expression 



Ile là on déduit ^ = y - et par suite la valeur de T, four- 
nie par l’équaiion (1), peut s’écrire ; 

r p>j . 

<’e qui nous montre que la valeur de la tension augmente 
proportionnellement à r^rdoniiée, et <pie sa valeur niinima 
coirespond au point le plus bas de la courbe. L'ordonnée 

de ce point étant, par bypotbèse , égale à ^ < la tension y 

est égale à c, ce qui doit être, puis(|ue la composante hori- 
zontale de la tension est constante et par suite égale à la 
tension clle-mèine, lorsqu'on considère une partie horizon- 
tale du til. 

L’équation (C) nous apprend que la courbe est symétri- 
que, a droite et à gauche de son point le plus bas • car les 
valeurs de y sont les mêmes quand on remplace x par — x. 

On démontre également par l'analyse que la chaînette est 
la («nrbe qui a son centre de gravité le plus bas parmi 
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loutcs Ips lignes de même longmmr qui pourraient être ira- 
eées entre ses deux extn’-mih-s. 

La nature nous oITrt* de rréqnenis exemples de eliainelte. 
Il sullit pour réalist'r celte ligure d'attacher nu iil quelcon- 
que par ses deux bouts et de raliandonner à rinfliience de 
son propre poids. Si ce fil est homogène et bien llexible, il 
se trouvera placé dans les cundilioiis précédentes : car la 
pesanteur agit d’une manière uniforme sur toute sa lon- 
gueur. I.e point le plus rapproché de l’axe des x est alors le 
point le plus bas par rapport an plan hori/.ontal. 

— 4'onrbe lieN poinlM NusponduN. (’eite courbe 
est ainsi nommée par analogie de ce qui a lieu dans les ponts 
suspendus, oit l’on sait que le tablier, sensibleineni horizon- 
tal et nnifornn'-ineni chargé', est supporté par un cable nié- 
lallique dont les deux extrémités sont fixées. C’est une r('a- 
lisiilion assez approchée du cas théorique que nous voulons 
examiner ici. 

Pour la commodité du langage, nous appellerons verlirnl 
l’axe des y, parallèle à la direction commune des forces; et 
horizontal l’axe des r qui lui est perpendiculaire. Mais il 
est bien évident que ces dénominations n’impliquenl rien 
sur la nature des fones, et (pi’on pourrait, sans modifier le 
raisonnement, leui' attribuer une valeur et une direction tout 
autres que celles de la pesanteur. 

ÿons supposerons donc un lien, jiarfailcment flexible, 
cbarg<‘ sur toute sa longueur de forces verticales, dont la 
répartition est uniforme par rapport ;i la projection horizon- 
tale du lien. 

■\ous aurons, comme précédemment, à exprimer que la 
composante horizontale de la tension en un point quelcon- 
que garde une valeur constante, cl que la somme algébrique 
des composantes verticales de deux tensions conliguès à un 
même point est égale et contraire à la force directement ap- 
pliquée en ce point. La seule difTérence à signaler, c'est que 
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la forœ dont nous parlons , an lieu d’èire représcntéo par 
pdx, aura pour valeur pdx. Un aura donc les deux équations 


( 1 ) = 


Remplaçons, dans la seconde, ï par su vdleur tirée de la 
prentiére, il vient : 



d’où c — = p.T . 

dx 

La constante de cette première intégration est nulle, si l'on 
lait passer l’axe des y par le point le plus bas de la courbe, 

parce qu’alors, pour x = o, on doit avoir ‘^ — o. 

Intégrons une seconde fois, nous obtiendrons . 

(3) x’ = ^ y , 

ce qui est l’équation d’une parabole. La constante de cette 
nouvelle intégration est encore nulle, si l’on place l’origine 
des eoordonnécs au point le plus bas de la courbe, car r 
et y deviennent nuis simultanément. Avec un pareil choix 
d’axes de coordonnées , la parabole se trouve rapportée à 
son grand axe, lequel n’esi autre que l’axe vertical des y : 
et le sommet de la parabole est prétâsément le point le plus 
bas. 

tijr 

On calculera aisément l’expression ^ j et , par suite , la 


fcjK»— 
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valeur de la tension en un point queironqne sera donnée 
par la formule suivante : 

(U) T = p + . 

Au point le plus bas de la courbe, pour lequel t—o, la va- 
leur de T se réduit à e ; ce qui doit être , à cause de l’Iiori- 
xoiitalitc de relénient de fil considéré'. 

'Dans les ponts suspendus, le poids du tablier n’est pas 
réparti sui' le lieti d une manière conlimie : car la suspension 
est elTectuéc au moyen d’un ccrlain nombre de tiges verti- 
cales, qui viennent se fixer en un certain nombre de points 
du cùble , distants les uns des autres de longueurs appré- 
ciables. La figure gé-ométriqiie dessinée par le câble n’est 
plus une courbe, ni conséquemment une parabole, niais on a 
nu véritable polygone funiculaire, rentrant dans la catégorie 
de ceux que nous avons d'abord examinés. On prouve faci- 
lement que les sommets de ces polygones appartiennent à 
la parabole ci-dessits. On peut donc, eu égard au faible es- 
pacement des sommets, par rapport à la longueur totale du 
ci'ible, envisager le polygone d'équilibre comme se confon- 
dant sensiblement avec une parabole dont le grand axe est 
vertical et le sommet situé an point le plus bas. 
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340. — On nommo machhien des systèmes géométriques, 
à UnittonK eompli'lex, dont lit destination industrielle est de 
trarixfonner le trnrnil, cVst-à-dire de substituer au tra- 
vail que derraient |H’o luire eertaiiies forces, appliquées en 
certains points du système, le travail que prnduiKent d’au- 
tres forces, appliquées en d’autres points. On dit aussi que 
les machines trammettent le travail , ce qui a évidemment 
la même signification. 

.\ccordant pour un nioinent la possibilité de cette trans- 
formation, on voit sur-le.cliainp (|u’ellc doit être d’une haute 
utilité. Il n’est besoin, pour s’en convainere, que de jeter un 
regard sur les faits qui s’accontplisseiit chaque jour autour 
de nous. Prenons un exemple vulgaiix*, celui d’un homme 
qui aurait à soulever un fardeau eoiisid(U’able, de 1,000 ki- 
logrammes, je suppose, et qui devrait l’amener à une hau- 
teur d’»w décimètre. Si cet homme est abandonné, à ses 
moyens naturels, ses efforts les plus énergitines seront ini- 
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puissants pour venir à bout üc celte tâche. Il ne réussira 
pas à soulever le fardeau , ne fùt-ce que d’un millimètre. 
Mais qu’on place entre ses mains une machine bien simple et 
bien connue, un levier, et aussitôt l’obstacle est vaincif; ce 
travail , tout a l’heure impossible, s’accomplit en peu d’ins - 
tanis et presque sans fatigue. Or, quel a été le rôle du levier, 
si ce n’est de transformer le travail, de décupler l’effort aux 
dépens de l’espace parcouru? Le travail n’a pas diminué, 
mais il est compote .a nt rement . Au lieu d’étre formé d’une 
force de 1,000 kilogrammes et d'une longueur parcourue d’un 
décimètre, il l’est maintenant d’une force de 100 kilogram- 
mes, par exemple, et d'une longueur d'un mètre. Le produit 
des deux termes n’a pas changé , mais les facteure ont varié 
individuellement, en sens inverse l’un de l’autre. Ce qui ren- 
dait l<! travail impossible, ce n’étail pas sa quantité, mais sa 
fompotition. Le meme homme qui ne pouvait surmonter 
une certaine action de la gravité, le long d’un certain espace, 
<-si très-capable de surmonter une action dix fois moindre, 
le long d’un espace dix fois plus grand. 

Dans d’autres circonstances, ce n’est pas l'intensité de 
l’effort qui fuit l’obstacle, mais l'étendue du chemin à par- 
courir ou la rapidité du mouvement à imprimer. Prenons un 
second exemple, non moins familier que le premier : celui 
d’un homme qui travaille au tour et y façonne des poteries. 
L’effort que doit produire son pied pour déterminer la rota- 
tion de l’objet qu’il manipule est bien inférieur à celui dont 
il est capable , et, de ce côté, nulle gène pour le travail. 
Mais il faut aussi imprimer une grande vitesse, et c’est là 
une véritable difficulté. On en vient à bout par une disposi- 
tion convenable du tour, en décuplant l’effort du pied et en 
diminuant d'autant le chemin qu’il doit parcourir. Un se 
propose donc, comme prc'cédeinment, de transformer le tra- 
vail, ntais à un point de vue précisément inverse. 

Enrm, il arrive (pt’oii ne chen lie à diminuer ni l’effort ni 
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l't:i>|iacc‘ purcuui'ti, iiiuis gu'uu veut iiiiiquniu'iil <‘liaii^«‘r lu 
puinUl’upplii'utioii delà i'orco, üliii do rendte le li-:ivail plus 
Cüiiiiitude.Qui ne sait, pur e&eiiipic, que, pour puiser de IVaii 
dans un puits , un rsl dans l’usage d‘<Miruiiler la eorde sur 
une puulic placée au-dessus? l)e la sorte, le travail (‘ITeetuê 
pur rhoninio (|ui tire la corde garde la même forme, mais 
le point d’application de lu force a eliungé. Au lien d’agir 
verticuleineut de bas en haut, eu s<‘ penchant sur le puits, 
pour remonter le seau directement, il est préférable de tiivr 
de haut en bus sur la poulie, en se tenant tout à fait hoi'sde 
l’embrasure du puits. 

— Nous avons cité à dessein des faits très-simples; 
mais il est facile de se rendre compte qu’au fond les choses 
se pnsseut de même daus les cas les plus compliqués, ll'ane 
manière générale, les u|tératioiis de l’industrie revieHueni 
toujours à exécuter du travail, c’est-à-dire à faiii; parcourir 
une certaine longueur à une certaine force. C'est là une vé- 
rité dont nous avons déjà dit (|uelques mots daus la première 
partie de eet ouvrage (n" 76), et qui est trop familière à l’es- 
prit du lecteur pour que nous ayons l>esuin d'insister davan- 
tage. 

Les travaux que l’industrie réalise sont à lu fois très-nom- 
breux et très-variés. Elle y emploie des agents de dilEèrentc 
nature: l’homuie, les animaux, l’air, l’eau, la vapeur, l’élec- 
tricité, etc. Chacun de ces agents n’est susceptible que d’un 
effort limité, les premiers d’une manière absolue, les autres 
eu égard aux conditions de la pratique, lue chemin que doit 
parcourir cet effort est lui -même limité , soit quant à l’éteii- 
duc, soit quant à la vitesse. Au contraire, les effets que nous 
devons obtenir n’ont pas de limites, ou plutôt ils n’en ont 
pas d’identiques à celles de l’agent. Il faut que nous soyons, 
^ur ainsi diiv, prêts à faire face à toutes les. éventualités ; 
il faut que nous sachions augmenter ou diminuer de mille 
manièiv.s les efforts et les vitesses dont nous disposons, aliu 
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(1«! les neitre cunstaiBHieiit cil harmonie arer le but A :it^ 
teiiuJiv. J)e là eeue milité, celte nécessité de la iransforma» 
lion du iraviiil. C’est telleiiieiil vrai qu’on peut dirteqne 
l’art des luaeliines a accoiiipagiié les preinitirs développe- 
luents de riiiiniaiiilé. Il est diflicilc d’assigner une époqne 
où les liuiuuies se soient absolument passés de ces appareils ; 
et il est peiniis de croire ((ue les machines, au moins les 
plus simples d’entro elles, ont été devinées et employées 
iustinctivement dès le début, l’ius tard, on a pn en trouver 
les luis, mais l’usage en avait dejiuis longtemps devancé l'é- 
tude. 

Stt2. — Il nous reste maintenant à montrer que la trans- 
formaiioii du travail peut toujours éti-e obtenue, du moins 
eu théorie^ au moyen des systèmes géométriques à liaisons 
complètes. C’est ce qui résulte des deux considérations siii- 
vaulcs : 

1° Les machines, n’étant que des systèmes géométriques 
parüculiei’s, obéissent aux lois qui régissent les systèmes 
géoméliiques généraux, où le nombre et la nature des liai- 
sons sont absolument ({uelcoiiques. Le principe des for- 
ces vives doit donc y être vérifié, .\insi nous voyons déjà 
cpio la force vive reçue par une machine sci“.i absolument 
la uiéme, quelles que soient les forces qui la sollicitent et 
quels qu’eu soient les points d’application, pourvu que la 
somme des travaux de ces forces ait la même valeur ; 

2* Les systèmes spéciaux dont nous nous occupons ici, 
étant à liaisons complètes, ne sont susceptibles que d’un seul 
mouvement dans les deux sens. Les positions de tous les 
points et par suite leurs vitesses sont donc délerminées par 
celles de l’un quelconque d’entre eux, et elles ne dépendent 
en aucune sorte des forces qui peuvent iiidividuellcincnl les 
solliciter. 

Cela posé, appliquons an système à liaisons complètes, 
c’esl-à-tlire à la machine, une force P qui agit directement 
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K«r iiir ('f rtain point A ; ot soit Vdpin irovaii de «eue TOree 
pendant itn déplacement élémentaire d* du point A< Le »y«r 
téme entier reçoit une variation de force vive qui 

est égale à Vdp ; et les divers points A', A" subissent 

des déplacements correspondants d»', di', ; mais si, au 

lien d’agir sur le point A, on eut agi sur tout antre point, 
sur A', par exemple, et (iii’on lui eût appliqué une force P', 
telle que son travail élémentaire l*'dp, correspondant au 
parcours d*' qu’elle subissait précédemment, fiit égal à Vdp, 
l<! système entier recevrait la même variation de force vive, 
en vertu du premier principe invo»pié. Mais, en vertu du se- 
cond principe, les positions et les variations de vitesse de 
tous les points dépendent de celles de l’un d’entre enx^ 
donc tous les points auront le même mouvement ^ loisqne 
c’est la force P qui agira snr le point A pendant le parconrs 
d», on lorsque c’est la force P” qui agira snr le point P' pen- 
dant le parcours correspondant du', 

r.e (pie nous disons ici d’une seule force et d’un parconrs 
•diMiientaire peut s’étendre (•videniment îi autant de forces 
tpi’on voudra et il nu parcours fini. Il est donc démoiitli* tpic 
le système entier se meut de la même manière, tjiiels «pie 
soient les points on les foires sont appliquées et qmdles qne 
soient ces forces, pourvu ipie les sommes des travaux cor- 
respondant aux déplacements simultanés de ces points aient 
des valeurs numériqui'S égales, ('.'est là précisénuml la frauih- 
formation du Irarai/. 

343. — On voit bien pourquoi il est nécessaire que ItMi 
systèmes destinés à atteindre ce irsiiltat soient à liaisons 
complètes. Car, s’il n’en était pas ainsi , la même somme de 
forces vives ne correspondrait pas au même nionvcinent. Les 
points matériels prendraient des monvemmils divers, sui- 
vant la disposition relative de ceux auxquels les forces se- 
raient dircetemenl a|>pliquées; et, par conséquent, il ne re- 
viendrait pas au même d’agir en telle partit' on telle antre 
«s. 
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dn système. En général, les points les pins voisiasdes forces 
se mouvraient davantage, et Icnrs paroours diBMMeraisHt à 
mesure qne les forces en seraient plus éloignées. La fotxae 
Vive gagnée, bien que gardant la même valetw loUile, se 
distribuerait diversement sur les différentes parties du sys- 
tème. SU en est autrement dans les macliiues, et si le ihout 
vemenl demeure le même, quels que soient les points d'ap- 
plication , cela lient à ce que les liaisons sont complètes , 
c’est-ù-dire assez multipliées pour ne permettre qu'un dé- 
placement unique, dans tous les cas. 

— Le rôle des niacliiiies doit être d('Sormais facile à 
saisir. Tout travail consiste, avons-nous dit, à vaiocre une 
ceitaine force le long d'un certain cbemiii. De même que 
nous ne nous rendons compte de l'équilibre do deux forces 
qu’en les imaginant appliquées au même point et directe- 
ment opposées, — cas simple auquel finalement nous rame- 
nons tous les autres, — de même aussi nous ne concevons la 
réalisation d’un travail quelconque (|u’aii moyen d’une forc<‘ 
égale cl contraire à la résistance à vaincre, et avançant le 
long du même cliemin où c(‘llc-ci recule. La transformation 
du travail, par une niacliinc, doit donc aboutir à ce phéno- 
mène élémentaire. Et, en effet, supposons qu’avec une force 
P, agissant au point A d’une machine, on veuille effectuer 
un travail qui consiste à faire reculer unê résistance Q agis- 
sant au point II. Pour que ce résultat soit obtenu il faut, «-u 
définitive, en arrivera ce qu’une force égale et contraire à la 
force Q agisse au même j)oinl II. — Quand je dis égale. Je 
devrais dire un peu suptiricurc •’ car elle doit d'abord tenir 
en cfcliec la résistance Q, et ensuite fournir à toutes les pai^ 
ties du système les vitesses qu'elles prennent dans leur mou- 
vement effectif. — Le rôle de la machine est donc de faire que 
les choses se passeui , au moyen de la force P appliqu*^ en 
A, comme si une force directement contraire à la force Q 
était appliquée en Ü. Ce résultat découle pré(âsiùneut de 
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^ qn’on a (tëmoniré plus haut ; car, puisque le niouvcmunt 
i4u système est In mihnn, (|iiellc que st>il la rot uedout on dis* 
fVnsn (>t son point d'application, pourvu que In travail reste 
le mémo, il s'ensuit que la force P, en A, équivaudra à la 
réeipro«(nn de In (brcc (>, en P, et que par suite le travail 
pmpos4> sera oliienn, (xtiirvii que le produit éli-nieniairc Vdp 
soit niimériqucnienl égal à (}dq. 

Nëglijïcant pour le nioincnt le |>etit cxc«« que doit |»rë- 
senler le travail de P sur celui de Q, aliu (|ue le sysiènie. itî- 
eoivc ofTectivcincnt la force vive qui coiTcspond à son nioii- 
vement, on voit que la question foudaineulale d(« iiiacliiups 
SC réduit à réaliser l'éfîalité des produits Prf/j et l)dq ; ce qui 
sijïnifle qu'on sc propose d'y transformer un travail donné 
de manière à produire l’effet qu’on a en vue, ce qui est bien 
le problème capital de toutes les inaebines possibles. 

Avant de poursuivre, nous ferons connaître quelques déti- 
iiitions qui sont d'un frequent usage. 

On nomme travail inoteHr le travail dont on dispose; ou 
qu'on applique à la machine en vue du résultat désiré. Un 
nomme effet utile ce résultat lui-mènic. Le travail moteur 
est nécessairement supérieur, eu valeur numérique, à l’eflet 
utile, puisqu’il doit communiquer en outre au système un 
certain mouvement. Il est bien clair que, si tout restait im- 
mobile, il n’y aurait pas d’effet produit, et que cet effet ne 
commence qu’au moment mémt; oii le système s'ébranle et 
où les points d’application se déplacent. Le travail inoteiir 
se décompose donc en deux parties, rime égale et contraire 
à l’effet utile, (|ii’on appelle travail utile , l’autre qui reste 
en dehoi's de ce résultat et qu’on appelle travail perdu. Un 
peut dire (|ue le travail moteur est égal an travail utile, plus 
le travail perdu, ou au travail utile, plus lu vurialion de force 
vive de l’ensemble des corps en mouvement. 

Dans la réalité le travail perdu surpasse sensiblement la 
variation de force vive, parce que, entre les parties du .sys- 
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tùme, se développent spoiUanéoieiU dos forces qoi supposent 
un mouvenieiit, on qui, à chaque instant, diminuent la f(M%e 
vive i|uc les actions extérieures tendent à conununiquer su 
système. Ainsi les frottemciils, les cliocs, etc. sont autant 
d'incidents inévitables, en vmu desquels une |K>i-tion da 
travail moteur est toujours détruite eu puixi perle. Mais, dans 
l’étude iliéoriqne à laquelle noos nous livrons ici, nous lais- 
serons de eùlé‘ l'appréciuiion de tontes ees circonstances, 
réservée pour la niécaniqno appliquée, et nous supposerons 
qu’i-ulre le travail moteur cl le travail utile il n’y a d’antre 
diiïerence tpie celle qui correspond à la variation de foree 
vive. 

l’oiir compUaer ces détiuitions, nous ajouterons qu’on ap- 
pelle piiistance la force qui produit le travail moteur, et 
ré»i»lance celle qu’on veut vaincre ou (|ui donne lieu à l'cffel 
utile. Ce dernier se nomme aussi ii-uruit résistant, en sorte 
que nous nous servirons indifféremment de ces deux dési- 
stions. ?miin on est dans l'usage de regarder le travail 
moteur comme positif, et par suite on l’alTecle du signe 
plus, tandis que le travail résistant est toujours alTecle du 
signe moins. Il est clair que la convention inverse pourrait 
également cire faite ; mais, quelle que soit celle qu’on adopte, 
il est naturel de mettre les signes contraires en évidence, 
puisque ces deux travaux sont nécessairement de sens op- 
posés. D’après cela le travail utile, étant égal et contraire à 
l’effet utile on travail résistant , l’équation qui l’exprime a 
scs deux membres positifs , puisque le sccoud devrait être 
affecté du double signe moins. 

Les détiuitions qui précèdent ne sont pas restreintes au 
cas d’nnc seule force motrice et d’une seule force résistante : 
mais on les étend à l’ensemble de tonies les forces motriues 
et à rensemblc de toutes les forces l•(■•sislanles. 1 1 en résulte 
qne l’équation relative à la transformation du travail, au 
point de vue le plus général, s'écrit de la manière suivante : 
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‘ ' '(1) lV(fp = lOtlq -H dl", mV , 

ou UüMgnaut pur P et pur Q uoc puissuiiue cl une rcbi»tuiice 
queleuiiques du système. ^ 

34.Ï. — Celle équalion, qui n’est autre que ré(|uaiiuii gc- 
mu'ule des forces vives des systèmes gèouiélriques (iC 141) 
üii l'on a mis eu évideoce les termes de signes coutruires, 
suttil, coiuuie ou sait, pour résoudre le problème du mouve- 
ment des machiiies, en udjoignant, bien cniendu, les équa- 
tions de liaisons qui existent entre Ions les points inaiéi iels 
du système. Mais oc problème mécanique, envisagé dans sa 
pléniludc, n’est pas celui qn'on se propose sur les inacbineo. 
On a eu vue uui(|ucmeni de irail^former le travail , c'est-à- 
dii e de rechercher les relations qui doivent exister eniro les 
diverses forces el les déplucemenls de leurs points d’appli- 
cation pour que l’équation ci-dessus se trouve satisfaite. 

Le dernier terme de celle relation, qui l'eprésente la va- 
riation de force vive ou l’excès du travail moteur sur le tra- 
vail résistant, est é\ideinnieni susceptible d’èlre diminué à 
volonté cl au-dessous de toutes limites, en luissant d’ailleurs 
aux puissances et aux résistances leurs mêmes valeurs. C’est 
à quoi l’on peut eu effet parvenir de deux manières : soit en 
supposant que le mouvement du système est extrêmement 
leut, soit en envisageant ce système lorsqu’il est déjà animé 
d’une certaine vitesse, qui demeure uniforme ou à peu près 
pendant toute la suite des opérations qu’on effectue. Dans la 
pratique , l’un ou l’auti e de ces deux cas se présente ordi- 
nairement : ou bien la vitesse est négligeable par rapport 
aux travaux eu présence, ou bien cette vitesse, d'almrd nulle 
el croissant ensuite rapidement, atteint bientôt une unifor- 
mité presque complète. Ce dernier résultat est du à ce qu<‘ 
les résistances telles que les frottements, les chocs, etc. aug- 
mentent avec la vitt^sc; en sorte que la résistance totale de- 
vient prompicmeiii égale à la puissance, et ne varie plus. 
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dès lors, que d'iiuc uwBièrc iiiscusiblv. Üu luégligo donc 
le deruier terme de 1 équation prccédeutc , au iitoiMs dans 
I élude ibéorique des inachioes.. La iraiisronuuUon du ira- 
^ ail est siinpleroeui exprimée de la manière suivante : < 

' (2) EPdp = lQdq. ' ' 

Celle équaliou, qui correspond, avoiis-uous dit, à l'ii^po- 
llièsc de i’uuiformilé du mouvement, n'est autre que l’cqua- 
lioji de Vcquilibre des machines (u" 147, 3' couséquence), 
puisque les conditions de l'équilibre sont les mêmes , soit 
que le sysiènic demeuie immobile , soit que tous les peints 
gaidcnt des vitesses constantes. 

o46. — Le problème de la transformation du travail peut 
être envisagé à deux points de vue que nous allons indiquer. 
Pour nous faire mieux comprendre, nous supposerons qu'on 
n'a qu'une seule puissance et qu'une seule résistance. 
généralité des considérations n'en sera nullement altérée. 
,La relation ci-dessus devient, dans cette hypollièse : 

(3) Vdp = Qrf<7 . 

I 

Cette équation rcnrermani quatre quantités, on peut se pro- 
poser de déterminer l'une quelconque d'entre elles en fonc- 
tion des trois autres. Mais il n'en résulte pus quatre ques- 
tions distinctes , parce que ces quantités sont de même 
nature, deux à deux, et qu'il revient parfaitement au meme 
de rechercher la valeur de la puissance ou la valeur de la 
résistance. Dans les deux cas , c'est toujours une force 
qu’on veut déterminer ; en sorte (|uc le caractère philoso- 
phique de la question ne change pas. Il reste donc senle- 
iiicnt deux points de vue , suivant qu'il s'agit de la recher- 
che de la force ou de la recberclie de l’espace parcouru. 
Examinons-lcs successivement. 

1° Si, c’est une des quantités dp ou dq, la première, par 
exemple, qui est inconnue, le problème à résoudre est 
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i‘«lai-ci : Kuiii ilouni^ iino résislaiR« ù vaincre et le chemin 
que pureuurl son point d'application, déterminer le chemin 
que devra parcourir nue puissance connue, pour que l'éga- 
lité des travaux éhimenlaires soil-:\ chaque instant vériliée. 
Lu d'autres termes, il faut tpie h-s points d'application de la 
puissance et de la résistance ap|>artiennenl à une machine 
dont la coururmalion suit telle que le mouvement qui en ré- 
sulte satisfasse; à la condition «lue nous venons d'énoncer. 
C'est là, comme on voit, un problème de pure géométrie, 
puisque tout SC r)‘diiit à établir un certain rapport entre les 
déplacements correspondants de deux points. Ce problème 
pourra, en bien des cas, devenir fort diflicile, et souvent 
même insurmontable, par suite des variations qiii ont lieu 
ilans les grandeurs ou les directions des forces données ; de 
façon que telle disposition de machine qui conviendrait, à 
un certain instant, pour vérifier l'égalité du travail élémen- 
taire, ne convient plus à l'instant suivant, à cause des chan- 
gements survenus dans les termes du rapport. Celte impos- 
sibilité où l'on est en général de construire une machine <|ui 
s'adapte parfaitement au travail qu'on a en vue , enlève 
tout intérêt à 1a solution qu'on en voudrait obtenir a pojite- 
riitri. Je veux dire par là (|u'on ne se pose jamais la ques- 
tion en ces termes : Construire une machine qui satisfasse à 
l'égalité du travail pour une valeur particulière des forces. 
On serait ainsi conduit à multiplier indélininient le nombre 
des machines , qui varieraient d'un cas à l'autre , sans au- 
cun prolit pour l'exactitude théorique. Mais on se place 
au |K(inl de vue opposé, et l'on construit à l’avance les ma- 
chines, d’après les conditions ordinaires de la pratique. 
On forme plusieurs types de ces appareils selon les princi- 
pales catégories de travaux à exécuter en itidustrie. Dans 
(;huqite type, on a des grandeurs diiféretites plus ou moins 
bien appropriées aitx qnanliti>s île travail qii’oti veut pro- 
ditire datis une même catégorie d'opéraliotis. La constrne- 


Digilized by Google 


410 LlVnE vu. — PnORLËMES SrtClAtX. 


lion des machines forme donc un art en dehors de la méea- 
iiiqiie rîilionnello. I.es transfonnalions de mouvement qu’on 
y étudie, et i|ui sont, nous le répélous, des questions de pure 
fjpoméirie, eonsliliieiit une science asser, «Rendue, dont les 
résidluts pestent i'‘traiijters ù l’objet de ce coni's et s«'roni plus 
lofpiquement présentés dans la mécanique appliquée. Il est 
entendu que nous laisserons de cAté la première nature de 
questions <|ue nous avions indiquées, et que nous rejtanle- 
rons toujours les mouvements des points d’application d«‘s 
forces comme assurés , par la disposition même de la ma- 
chine, indépendamment de ces forees elles-mêmes. 

L’unique problème qu’il nous reste à considérer consiste 
donc à déterminer une des forces, toutes les antres quantités 
étant connues. Il s’agit de disposer de P et de Q de manière 
à satisfaire à l’égalité des deux rapports : 


•• w 


L_ ‘h 

Q- dp ■ 


Cette question, si simple en apparence, peut être très-com- 
pliquée en réalité. Remar(|Uoiis eu effet que dp et dq repré- 
st'utent, non pas les longueurs parcourues elles-mêmes, mais 
les projections de ces longiiciirs élémentaires sur les direc- 
tions des forces. En sorte que la relation à salisftiirc est 
celle-ci 

. . P ds'cm(Q,ds’) 

^ Q ds cos (P, d^ ' 


en désignant respectivement par du et d*' les espaces par- 
courus par les points d’application de P et de Q- 
Or, le mouvement de ces points n’ayant pas lien générale- 
ment en ligne droite, il s’ensuit que, si les forces gardent des 
directions constantes, les cosinus des angles qu'elles forment 
avec les arcs (k'crits varient perpétuellement. Les teraaes 
de» rapports uc conservent doue pas les mêmes valeurs, ce 
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qui niicessitc une variation perpétuelle correapondtiute duua 
la grandeur de la force à déteraiiner. La loi de ces variai 
lions, c’est-à-dire la fonction de l'espace parcoum qui 
exprime la valeur de la force à tout instant, pourra être 
très-complexe. Théoriquement, celte fonction sera fouruiu 
par la connaissance des positions simultanées que doiveul 
occuper les deux points d'application. Mais les relations de 
grandeur et de directions, qui, d'après la conl'ormalion de la 
machine, existent à chaque instant entre les arcs élémau.- 
laires , seront dans heaiicoup de cas fort ditliciles à eupu»- 
mer analytiquement avec une parfaite exactitude. Le rafu> 
port do la puissance à In résistance sera doue Ini-wdiue 
malaisé à établir, et on en sera réduit fort souvent à desupr. 
proximuliuns plus ou moins grossières. 

Ces dillicultés redouhleruiil nalurellemcut lorsqu»; les 
forces du système ne sc réduiront pas à deux seulement, «t 
que leurs directions varieront en même temps que leurs iu- 
tensités, aux diverses positions occupées par leurs iminis 
d’application. Que si l’ou passe à la pratique, et qu’on veuille 
tenir compte des forces étrangères, telles que les frouetuents, 
lescliocs, les résistances des milieux, etc., ainsi que des va»' 
rialioiis de vitesse subies pur les diverses parties du système, 
on se trouvera en présence de tels obstacles, (jue la suhilion 
rigoureuse doit être regardée coimne absolument impossible. 
Mais l’équation des forces vives n’en reste pas moins l’ex- 
pix'ssion de la loi de la transformation du travail dans tes 
machines. 


Itemarques. 

• ■ ti • 

247. — Au point de vue inailiéinalique, une inaebiue ep 
équilibre ou douée d'un mouvement uniforme se trouve dan» 
les mêmes ceuditions : je veux dire par là que les forces qui 
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la aoliieitnni satisfont ans mémos relations. Mots, an (Wint loquel 

^ voe industriel, il existe une très-grande dlfferenre : car, saepi 

an repos, il n’y a pas de travail produit, tandis qu’ave<^ ht lamé 

nMMivementi-il y a toujours un certain travail; et ce travaM augm 

eM d'autant pkis grand, au bout du même temps, que le Uph l 

mouvement du système est plus rapide. Il ne faudrait pas celle 

conclure néanmoins de cette dernière considération qu’il y 
a un intérêt d’économie è employer une machine dans son pou 

état de plus grande vitesse possible ; car, si l’effet utile nng- Wni 

mente en raison de cette vitesse, le travail dépensé aug- à é’ 

mente de même, en sorte que Bnalement le rapport, cons- imi 

tant en théorie, ne diminue pas dans la pratique; loin de vo 

là f il augmente au contraire considérablement, parce que les s« 

l'ésistauces nuisibles développées dans la machine croissent 
en raison de la rapidité du mouvement. Ce qui fait qu'on 1-, 

donne à la machine une certaine vitesse, souvent très-grande, c) 

ce n'cst pas dans le but chimérique de diminuer le rapport de 
lu dépense an produit, mais parce qnc les considérations 
qui ont déterminé à accomplir le travail qu’on a en vue mi- ^ 

litent aussi pour que ce résultat soit obtenu le plus têt pos- p 

sibic. On se résigne ainsi à ce que le rapport de la dépense Y 

au produit suit mdleiiicnt augmenté. Sans de tels motifs, 
éti-angers à la question théorique, on serait conduit à fàirc 
travailler les machiiu's sous la vitesse la plus lente possible. 

Nous avons vu pi’éci’demment que la transformation du 
tnivail est surtout étudiée dans l’hypothèse de l’uniformité 
du inouvenient, et que la détermination des variations de la 
vitesse* constitue un problème de mécanique générale, sans 
intérêt pour leS machines proprement dites. 

Mais, s’il est vrai qu'on s’arrange généralement ponr faire 
fonctionner les machines avec nn monvement uniforme, ceki 
ne tient point à ce que les variations de vitesse correspon- 
dent directement à une perte de travail moteur. Car, bien 
ipMs cette perte ait lien pour une période restreinte; pendant* 
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laquelle la force vive augineiile, il ii'eu est pas de inénie (tour 
une |)ériode sullisamiiieiit longue, où la vitesse l'epasse |mr 
la DH‘iiie valeur (|u'cu eomniençant. La force vive, qui aura 
augiuenU- d'abord et diiiiinuë ensuite, restituera eu dernier 
lieu tout le travail primitivement absorbé; et, en somme, 
celle eirconstauee u’aiii a aucune [influence sur l'efl'el utile. 
Ur,lc jeu d'une maebine est presque toujours asser. prolongé 
|K>ur que la vitesse puisse repasser plusieurs fois par dra va- 
leui's égales. Ce sont d'autres considérations qui conduisent 
à éviter ces variations, : elles sont tirées, soit de la conve- 
nance du travail à efl'i'ctuer, lequel exige souvent un iiiou- 
vement uniforme, soit de la macliine clle-nièine, dont la con- 
servation est mieux assurée avec des mouvements réguliers. 
II n'en lestc |>as moins certains cas où, de toute nécessité, il 
faut acceptiu* li‘s variations de vitesse et même les rcclier- 
clier volontairement ; tels sont tous les travaux de percus- 
sion. Un incor|)orc alors dans la niasse de la machine une 
certaine (|uanlité de tiavail, sous forme de force vive, qu’oii 
utilise ensuite à iiu moment donné. En pareil cas, c’est 
l’équation (1) et non l’équation (3), qui exprime la loi du 
travail. 

Dans toutes les circonstances où l’on désire que le mou« 
vement suit uniforme, on a à surmonter c'ertaines difficultés 
pour y parvenir. Eu clfet, eu admettant, — ce qui parait être 
un cas favorable, — que la puissance et la résistance soient 
constantes en grandeurs et eu directions, il faut tenir compte 
de ce que les points d’applic.ation se déplacent, et de ce que 
les éléiiieiits décrits dans ces déplacements ne sont pas gé- 
néralement en ligne droite. Les cosinus des angles de ces 
éléments avec les directions des forces ne conserveut donc 
pas le mémo rap|>ort, et il s’ensuit que la relation (S) est 
altérée, tantét dans le sens de la puissance, tantét dans le 
sens de la i-ésistance. Des augiiMmlntions ondes diminutioiK 
de force vive du système en sont lu cunsé<|uem'c uécessaiiVb 


Digitized by Guuglc 


MA 


LIVRE VII. — PROBLÈMES SPÊC.IAIX. 


Ptiur rciboirer les vai iuüuiis du la vilossi^ ello-uit'iue euU'e 
des liuiiles cuuveualdeiiieiil ra|»|>rocliées, on caiiupreud qu'il 
suilil d'accroilre, dans une cei laiiiu iiK-siirc, la masse des 
eorps en inuuveinenl. C'esl dans ec but «lue la macbiue est 
liée à certains objets additionnels, qui se meuvent avec elle, 
et qui ont pour unique destination d'ajouter à la masse to- 
tale. Ces objets, désignés sous le titre généri(]uc de voluttU, 
seront mentioqués avec plus de détails dans la niécttnique 
appliquée. 

• I 

Elude spéciale de quelques mncliines théoriques. 


348. — Nous considéi’crons ici les machines qn’on ap- 
|ielle communément machines simple*. Nous les suppose- 
rons dans des conditions absolument tinioriques, c’est-à-dire 
ne donnant lieu à aucune résistance nuisible et fonctionnant 
sous un mouvement uniforme. Nous leur appliquerons la lui 
de la transformation du travail, c'est-à-dire que nous recliei'- 
cherons le rapport qui doit exister entre les diverses forces 
(|iii sollicitent la macliiiie, pour <|iic le travail muteiir soit 
é^al et cuntraiiv à cha(|uc instant au travail nisistani. Les 
eons(‘quenecs conviendront d’ailleurs exactement au cas de 
l’équilibre, ainsi que nous l'avons déjà remarqué. Eiilin nous 
ne nous occu|)eruns que des machines dont la constitution 
Itéoiuétrique est assez simple pour qu’on puisse voir et expri- 
mer sans dillicidté la lui (|ui existe entre les déplacements 
simultanés des divers points d’application, lui d’où dépend, 
comme on sait, celle qui régit les forces elles-mêmes. 

34i>. — Levier. Un nunnne levier une tige rigide et 
inextensible assujettie à tourner dans un même plan autour 
d'un axe inébranlable. 

On appli(|ue à ce levier une puissance et une résislunce 
agissant en des points déterminé, et l’un demande les rtda- 




MS 

lioMü qiii iluiv«iit o\isU;i' ciUrc ces deux forces pour que le 
ntouvemeiit «le l‘appareil soit uniforme, ou, ce qui revient au 
même, pour que le système demeure en équilibre, 
boit A 11 la tige, et O l'axe fixe, que nous supposerons per> 

^ pendiculaire au plan de 

Â‘1 Bi la fig«re, en sorte que 

ce dernier plan sera pré>- 
cisément celui de la ro- 
P Qi talion. .Soit P et Q la 

f^*s- #»• puissance et la résis- 

tance, appliquées aux points A et B, et que nous suppose- 
rons, pour plus de simplicité, perpendiculaires à la direction 
du levier. Soit enfin l la longueur du levier, a la distance 
OA, et h = l — a la distance OB. 

La relation générale à satisfaire pour l’équilibre est, 
comme nous avons vu, la relation (5) du n* 5/i6, 

ils' cos (Q, ils') 

Q ils cos (P, ils ) ■ 

Les différentielles d» et di' désignent les arcs élémentaires 
A A, , B B, , décrits par les points d'application, lorsque le le- 
vier AB vient occuper une position infiniment voisine -A, B,, 
en tournant aiilotir de l’axe fixe O. Si dO désigne l’angle infi- 
niment petit AO A, ou BOB, , les arcs seront lespectivemeni 
représentés par adl et bdO. Ouant aux cosinus des angles 
formés par les directions de ces arcs avec les directions des 
forces, ils sont tous deux égaux à 1, puisqu’on a supposé leS 
forces pci'pendiculaires au levier, et «pie dans cette rotation 
infiniment petite la perpendicularité n't'st pas altérée. L’é- 
quation générale ci-dessus se r«'>duit donc à 

0 atl^J ' 

OU, en efibçant le facteur commun dO, à 
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(l) 

ce qui signUie que les forces doivent être eu raison inverse 
des distances de leurs points d’application à l'axe fixe. ; 

C'.es distances ont reçu le nom de bras de levier, en sorte 
que cette proposition s'énonce en disant qut; , dans l'équi- 
libre, les forces sont eu raison inverse de leurs bras de 
levier. 

On peut dire aussi que les moments des forces sont égaux. 

Ce résultat fort simple avait déjà été formulé d'une ma- 
niér<! générale au n" 222, à l’occasion de l'équilibre d'un so- 
lide quelconque assujetti à tourner autour d’un axe fixe. 

La relation que nous venons de trouver entre les deux 
forces du levier est précisément celle qui existe enti'e les 
distances des points d'application de deux forces parallèles 
et du point d’application de leur résultante. On sait, en effet 
(n* 216), que les longueurs comprises entre la résultante et 
chacune de scs deux composantes sont en raison inverse des 
intensités de ces dernières. (7est à tpioi l'on devait s'at- 
tendre : car, le levier étant en équilibre, il est bien évident 
que la résistauce de l'axe fixe intervient comme une troi- 
sième force parallèle, égale et opposée à la résultante des 
deux forces P et Q. Cette remarque fournit immédiatement 
le moyeu d'évaluer la résistance de l'axe ou ce qu’on nomme 
la charge de cet .^xe. La force qui représente la chargt; 
n'est autre que 1a sonniic de 1a puissauce et de la résistance 
supposées appliquées au peint O, agissant dans le même 
sens, et suivant une parallèle à la direction commune. Lue 
force égale et contraire à la charge représente la réaction 
que doit développer l'axe fixe pour équilibrer l'influence des 
forces extérieures, c'est-à-dire la résistance de cet axe. 

Si les forces P et () n'étaient pas ])erpeudiculaiivs au le- 
vier, mais avaient des diivctions obliques quelconques, la 
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retiition (I) d’éiiuilibrc à hiqiii-llo nous venons de pnrvr'ii r 
devrait s’enlondrc, non plus des intensités P et f) elles-niè- 

ines , niais de leurs eom- 


I 


J' Il 


Fig. 96. 


,T. 


posantes suivant les per- 
pendîculaii'cs .\ Il et HA:' 
de telle sorte que , a et c 
représentant les angles 
PAH, QHK, et pai' suite 
Peosa <‘t Qeoso repré- 
senlant les eoinposantes 
en question, la relation 
d’t'tpiililire serait 


\0 


P cos* U „ M /» / 

( 2 ) . _ üu P cos* : Pcoso :: b : a 

' gcosS b ’ 


a et h eonliuuant à désigner les longuonis O.V et OH. Eu 
effet, la relation gc-nérale d’équilibre' est , l oinine nous l'a- 
vons vu, 

P di’cos (g, ds ) 

g lis œs (P, ds) 

Or, d» et du' sont toujours égaux lespeetivc'ment à arfO et 
Arf9. L’angle do P avec d» n’csl autre que l’angle PAU, 
puisque l’are élémentaire parcouru est sur le prolongeineut 
de la perpendiculaire A H ; de même l’angle de O avec dt' 
n’est aiiire que l’angle O B K. On retombe donc sur la rela- 
tion (2). 

Au lieu de dire que les composantes normales des Ibnrs 
sont en raison des longneurs AO et HO, on peut diic aussi 
qne ces forces elles-mêmes sont en raison inverse (les per- 
pendiculaires O I et OL abaissi'-es d(! l’axe lixe sur leurs 
directions. En effet, si les longucui-s AP et HO représentent 
les intensités des forces P et O , et qu’on ln(•ne les per|)endi- 
cnlaires PH cl O K, les longueurs A H et H K rcpia-senleroiit 
il. Ï7 
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k‘s iniciiHÎtùs des composuaU's Pco&ac et Qeosê. Or, les lé& 

deux triangles A P il et A O I étant semblables, on a pu 

A P X O I = A II X A O . 

Les deux triangles BQK et l’OL «’-tantaussi semblables, on a 
B O X O L = B K X n O ; 

■nuis puisciu'on sait, d'apiés ce (pii précède, que Ail x AO || 

égale liK X BU, il en résulte : ^ 

AI* X O I =: B O X O I, , ou P : 0 : : : 7; , p 

O 

en désignant par p et r/ les pei'pendienlaires U 1 et O L, les- ^ 

quelles sont les vrais In as de leviei' des forces. 

Ainsi la relation consistant en ce cpie les intenslu'-s des ' 

deux forces sont en raison inverse de leurs bi'as de levier est ^ 

toujours vraie, pourvu que, suivant la délinition di'jà donnée ^ 

au ir K9, un continue ii di'signer dans Ions les cas pur cc * 

terme, bras de lerier, la perpendiculaire abaissée du jioint 
lixe sur la direction de la force. * 

Si la tige A B, au lieu d etre rectiligne , comme nous l'a- 
vons supposé, avait nue forme tout à fait quelconque, la 
couséipience précédente subsisterait inlégralenicnl, et le 

bras de levier devrait tou- 
l, jours s’entendre de la per- 
pendiculaire abaissée de 
l'axe lixe sur la dii'ccliou de 
la force. Soit, en efl'el, une 
tige curviligne AmU«B, 
doutO est l’axe lixe. Parce 
point, menons une droite 
quelconque A'UB , et sup- 
posons-la invariablement liée à la tige donnée. Un peut 
concevoir les forces comme ajipliquées respeclivement aux 
poids A’ et B de leurs dii celions, lesipiels sont les extrénii- 
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tés du levier reelUigne A'UB'. On retombe ainsi sur le cas 
pi'éeudeiil, et, par suite, la relatiuii eiiire les forces et les 
perpendiculaires UI cl ÜL subsiste de lujiièiuc manière. 

• 

lleiiwrtjitfix. 

1* Lorsque les forces sont obliques à la direction du levier, 
elles donnent, outre leurs eoinposanles normales l’eosa, 
Qeosc, des composantes Psin a, () sin o qui agissent suivant 
la droite même du levier, ('.es dei uiéres forces sont détruites 
par la rt’sislaiK’c de l’axe fixe, et s’exercent eonséqueimnent 
en pure perte pour le travail. l e seul n'-sidlal est de fatiguer 
l’axe fix<! en raison de la diffiaenee Psin* — Qsiii6, et 
de fatiguer la lige du levier proportionnellement à la plus 
grande de res deux forces., Il y a donc tout intérêt à éviter 
ces composantes autant que possible, et à faire travailler les 
forces molric(‘s normalonu'nl à la direction du levier. 

2" Nous avons supposé que les fon’cs étaient situées dans 
le plan même de la rotation du levier. S’il en était autre- 
ment, on décomj>oserait chacune d’elles eu deux autres, 
l’une situ(>e dans ce plan , et l’autre perpendiculaire, (à-tte 
dernière n’aurait d'autre effet fine de tendre à entraliuT le 
levier hors de son plan de rotation, et, par suite, de dislo- 
quer l’appareil. 

3“ En gém-ral le point fixe n’est pas eonslituépar un axe, 
mais par un simple appui placé du coté où les fon;es agis- 
sent, et contre lequel le levier se trouve pressé. La rotation 
du levier étant assez petite, cet appui est sullisaut pour te- 
nir lieu de l’axe, et le levier uc rabandonne ]>as pendant son 
mouvement. Mais, dans ces conditions, il devient plus es- 
sentiel encore d’éviter les composantes le long du levier, qui 
le feraient glisser sur son appin, ainsi que les composantes 
normales au plan de la rotation, qui lui f(‘raieiit abandon- 
ner eet appui, puis(iu’il ne pourrait y avoir aucune résis- 
tance transversale. 

27 . 
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fl" Ijorsqu'aii lieu iTune seule puissance el d'une seule !%• 
sistanec, il y a plusieurs foires en jeu, la théorie de l'appa- liH 

reil demeure aussi simple. 11 suflil d’applitpier les consé- 
quences qui précèdent à la rl^sultanio de tontes les puissan- 
ces, d’ano part, et à la rt^sullanle de toutes les résistances, 
d’autre part. D’après cela, il n’y a aucune diniculté à tenir 
compte du poids du le\ ier, (piand ou ne le trouve pas uégli- 
{{cable. ti’est nue force de plus, qui est une puissance ou une 
résistance, selon le sens de son action. 

350, — /litre remarque. Xousiious sommes étendu avec 
quidques details sur la théorie du levier, quoiqu’elle soit fort 
simple CM clle-inème. \uus avions un double motif pour en 
agir ainsi. Celle machine est en effet d’un usage très-ré- 
pandu dans les arts, ou elle revêt les formes les plus diver- 
ses; il impoi'te doue d’en avoir les résultats s;ins cesse pr*‘- 
snits à l’esprit, et abstraction faite de l’étude des systèmes 
généraux dont elle est un cas particulier. D’un autre côté, 
il n’était pas permis de traiter accessoirement un appar«-il 
qui a joué un si grand rdle dans l’hUtoire de la mécanique. 

.Vvant que celte science eût été constituée dans sa plénitude, 
et à un véritable point de vue d’ensemble, les géomèüx*s, 
fortement préoccupés de l’importance du levier, l’avaient pris, 
et avec raison, pour point de départ de presque toutes leurs 
déductions. Il est cerlain qu’un grand nombre de machines 
ne sont au fond i|ue des leviers plus ou moins complexes, où 
il est possible, sous des formes variées, de mettre en évi- 
dence le principe de cet appareil, .lu-squ’à ces derniers 
temps, les machines industrielles n’avaient point eu les com- 
plications ingtéiieuses que nous leur coiiuaissoiis aujour- 
d’hui, grâce auxquelles ou a réalisé des travaux perfection- 
nés dont jes siècles antérieurs ne s’étaient pas doutés. Le 
génie des inventeurs s’était presque exclusivement exercé 
dans nn même cercle. L’idée-mère du levier 'dominait toutes 
les iDiiovations. Il ue faut pas s’éloniier <pie la science, qui 
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pst lolijoiii s en Imrnionie avec IViai des soch'K's, se lût eoiis- 
lilacc à ce point di- vue, et que la théorie de cette iiiaehine 
simple eii formât la hase essiailiidle. Mais les prugiès du 
sieele pass»'* et surtout du siècle actuel oui prolbudiMnent 
iiiodilié une telle situation. Les lois générales du inouve- 
nienl et de l’équilibre nul été é‘lahlies avec toute la largeur 
(|u’on pouvait désirer, et l’étude du levier, comme celle d’uue 
maeliiue (|uideonque, n’a plus été qu’un point imperceptible 
(le l'ensembh*. Ou reiamnait en eflcl sans ditlicnlté que les 
déductions pn*c(*deiites ne sont que l’application, à un cas 
livs-simple, de la lb(‘orie générale du mouv(*ment d’un so- 
lide assujetti à tourner autour d’nu axe fixe, et que cette 
tb(‘orie elle-même n’est ipi’nne particularité scientiliqiu' du 
mouvement d(*s systèmes à liaisons quelconques, .\iijour- 
d’Imi doue, il serait oiseux et im'me pin'Ttl de composer di*s 
icaiii's de mi'-(;aui(|ue au point de vue d’une machine aussi 
accessoire, (',’cst un peu le tort dans letpiel tombent, ce nous 
semble, les auteurs, qui, trop exclusivement préoccupés de 
l’i'quilibn', exposent les th(*ories statiques indé|H‘udammeut 
de celles du mouvement, et en forment un corps dedoeinne 
s|x-cial oii l’cdiuh; du levier et de quelques autres appareils 
similaiivs occupe eu définitive la plus grande place. l’ne 
telle mé-thode peut être avantageuse, il est vrai, pour lesi*s- 
prils qui r(*cherchent une élude sommaire ta qui l’eiitn’- 
prenuenl surtout comme pn'paration û l’art de la eonslruc- 
lioii (h's maebiiies. Mais elle est pmi appropriiV à nu ensei- 
gnement élevé, (pii se propose de dépasser les avenues de la 
science et de suivre la m(Vani(|iie jusque dans ses d(*riiiers 
d(-veloppenients. 

.‘t.M . — balance, romaine, petton. (les appareils sont 
loii.s trois distillés à évaluer h'S poids des corps. Ils sont 
bas('-s sur le principe du levier, et la théorie eu est fort 
simple, comme on pourra eu juger. 

La Am / nwee consiste esM'Ulicllemenl en nu le\ii roii ftean. 
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dont lo milieu 0 repose sur un support et dont les deux iiaf- <!»' l'A 

lies sont formées pai- des li^es () A, O II assembItVs sons nn veau 

angle AO B très-voisin de ISO". és>ai 

Aux extrémités A et B sont suspendus des plateaux sur repi 

lesquels on plaee, d’un côté le eorps qu'on vent peser, et de Al 

■ pla 

V ! qui 



i 


I 

A . 


Fig. 9S. 


l’autre côté les poids coumis ipii sont destinés à fournir l’i'- 
valuation eliereln'e. 

La balance, dans son étal d’équilibre, oecupi- la position 
A O B. telle ipie la ligiuï .AB, ipii joint lesilenx extu’iiiilés 
du lléaii, est parfaitement hori/.ontale. 

Il est évident (pie la balance étant ainsi disposi’c lorsipie 
lesjdateaux ne su|)purtent aucune cliarge, elle ne subira pas 
de cbangemeni si l’on introduit des cbarges égales de part 
et d’attlt'(‘; et (pte, réeiproipieinent, si ectie sitnatioit initiale 




Digilized bv Google 


MACHINES THÉOBIOÜES. 


U2l 


de la balance n’ost pas aliérée par riiitroduction de nou- 
veaux corps, on sera assuré que ceux-ci onl des poids 
égaux. Cela résulte immédiatement de ce que les forces qui 
représentent les deux charges out des bras de levier égaux 
A I et RI. Dès lors pour peser un corps placé sur 1 un des 
plateaux, il sufllit de mettre sur l’autre plateau des poids 
qui laissent subsister la position initiale de la balance. Ces 
poids représentent exactement le poids du corps. 

Remarque I. — Si l’on vient a introduire sur 1 un des 
plateaux une char{îe additionnelle, de telle sorte que la 
charge totale de ce plateau que nous représenterons par P 
soit plus grande que la charge Q de l’autre, l equilibi'c sera 
détruit : la balance s’inclinera du côté le plus charge, et le 
lléaii prendra la position .\'0R'. l.ette position sera déter- 
minée par la condition que le moment de la force P, par 
rapport au point fixe, se trouve alors égal au moment de la 
force Q. Une telle égalité s’établira nécessairement pour 
line inclinaison convenable du plateau le plus chai'ge. Car, à 
mesure (pic le point A descend, le point I, milieu de .\ B, 
s’t'-carte à droite de la verticale et occupe nue position I telle 


(pie 0 1' soit la perpendiculaire abaissée du point O sur la 
droite A' B'. Or, le moment de la force P est actuellement 
repnflenté par P. A'C et le moment de la force Q est repie- 
senté par Q. B'D'. Il est clair (pie le bras de levier B'D' est 
plus grand que le bras A'C'. Car, si nous conc.evous menée 
par r une verticale qui rencontre ces deux bras en h et 
k, on voit que B'D' surpasse B7» d’une quantité D'/i égale 
à celle dont A'C' est surpassée par A' A qui est égal a R A : 


en sorte que la différence entre les deux bras de levier est 
égale au double de C' A, ou au double de 0 1 iniiltiplié par 
le sinus de l’angle lût'. Désignons cet angle par *, et re- 
nnmiiinns ipie 0 1 est égal à la longueur A O que j appelle- 
rai /, multipliée par le cosinus de l’angle A 01 que j ap- 
pellerai V. La dilTcrciice en question a donc pour valeur 
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!>/cüs Vsiii a. Poui'que lt>s niumeiits (les foiTPS l'cM) soieul 
ô^uux , (luiis la pusilioii ucludle de la .balance , il faut qae 
l'un ait : 

(!) P.A’C'= Q (A'C 4- 2 / co.s V siii a) ; 

Or, A'C =A'Ü. sin .\'OC=/siii 'V — «). La relaliun 
ci-dessiis se ivdiiii à 

(I’ — t .)) sin (V — «) = 2 () cos V sin st , 
d’on l’on lire : 

(P — y) (sin V cos a — cos V sin a) = 2 <.) cos V sin a ; 

En divisant par cosVeosa, et faisant des nalin lions ('■(!- 
déniés, il vient : 

(2) (P 4- Q) lang « = (P — Q) lang V . 

Loninie a peut avoir tonies les valeurs possibles, di'pnis o 
juscpi'à V, il est bi(ni (‘vident qu’il se produira ton.,onis nin* 
inclinaison convenable du Ib'-an, pour la(|iielle la relaliun ci- 
dessus Sera vin iliée, et |)onr la(|uelle, par cons(‘qnenl, il y 
aura (‘qnilibre des forces iiuigales 1* et O. On i>enl même riï- 
inarqner, en passant, que l'observalion directe de l'angle a 
pcriuellrait de conclure le i apport des poids, et, par snili*, 
de peseï' les corps, nialgrti rinclinai^on du lltiau. Mais tel 
n’est pas l'objet du calcul qui précède, puisqu’on se propo-e 
(‘sseniielleinent avec cet appareil de mesurei' des poids 
(‘gaux sur les deux plateaux. La cunsé(|neiice à laquelle nous 
voulons arriver, c’est que l’inégalilé des poids se trahira , 
dans l'opéi'ulion de la pes(H‘, par l'inclinaison du Ih-aii ; et 
que, r(‘cipi’oqneinent, rinclinaison du nê-au correspondra à 
une iiu'galilé de poids. Cette circonstance est tout à fait (‘S- 
scniielle, et un en comprendra mieux le prix en examinant 
ce qui aurait lieu avec une balance dont le fl(-au, au lieu 
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d'avuir lu furiiie brisséc AÜB, ((iio iiuns lui avons supposée, 
avait une forme purl'aiteuient rectiligne aub. üti voit sur-le- 
^ champ que deux poids 

y égaux l’ et Q se feraient 
. ^ ('rqiiilibre , nou-seulemeiit 
^ I ^ ^ dans la position aob du 

: fléau , mais aussi dans 

j toute autre position aob ' : 

I* . ' Q ; car, pour ctaie seconde 

!P' Q position comme pour la 

'■■B- “*• prennère , les bras de le- 

vier a'c et b’d' setaieiU encore égaux. La balance aurait 
alors le di'faut dctie ce qu’on appelle folle, c’est-à-dire de 
n’avoir aucune position spéciale d'équilibre. Lorsqu’au con- 
traii'.- les poids P et Q ne seraient pas parfaitement «‘gaux, 
l<! fléau ne pourrait avoir aucune posiiioii d’«‘quilibrc et d«t- 
vrait se redresser jusqu’à la coinpU'‘t<! verlii'alité. La pes«‘e, 
avec un pareil instrument, deviendrait à peu pr«‘s impossible, 
puisqu’on ne euiiuait pas u priori l«‘ poids qui doit «■«piili- 
brer le coi ps, et qu’on n’y arrive que par tâtonnement, (i’esi 
là ce qui moiitte l'utililti essentielle de lu fornie de fli’-an 
réellement adoptét! : la grandeur m«‘ui.; de l'inclinaison 
éclaire stir la quotité de la dilTérence des poids, et permet 
d’en ajouUM' ou d’en retrancher par fractions convenables, 
jusqu’à ce qu’on arrive à cet équilibre horizontal (pii corres- 
pond à l’égalité des deux charges. 

Jlemarque H. — Afin de pouvoir ll«•gliger le poids du 
fliiaii, des plateaux et des liens ou liges de suspension, on 
fait en sorte «pic le centre de gravité de la balance se trouve 
exactement sur la verticale menée par le point d’appui. Il 
est d’ailleurs visible que, dans la preini«*rc figure, ce centre 
de gravité est au-dessous du point d’appui. Si l’on avait 
donné au fltiaii une forme a«c, symétrique de celle que nous 
avons supposée, !<> c> ntre d«‘ gravili-, loin en ivstant dans la 
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vorlirali*, so trouverait au-dessus du point d’appui.- Mais 
alors ré(iiiilibre serait éniineininenl instable : car, dès qu’un 

plateau commencerait à 



s’abaisser très-peu, il ten- 
drait à s’abaisser de |>tus 
en plus et à chavirer tout 
à fait , parce que l’excès 
de son bras de levier sur 
celui de l’autre plateau 
augmenterait en propor- 
tion même de l’abaisse- 


Fis- too. ment déjè produit. C’est 

ce dont ou se convaincrait aisemeni en refaisant, pour celte 
nouvelle forme de Héau, la consiruction géomctriciue que 
nous avons déjà faite pour la première. Il est bien visible 
aussi r|uc cet inconvénient ne se produit pas avec la forme 
adopfi'-e. Car, à mesure qu’un plateau tend à s’al)aisser, son 
bras de levier tend siinnllancmcnl à diminuer par rapport à 
l’antre. Par conséquent , si les poids sont égaux, riiorizon- 
talilé doit se |■»'■t;d)lil• d’elle-mcme , et , s’ils sont inégaux, 
l’inclinaison doit cire limitée. 


C(‘tte conséquence n’est du reste qu’un cas particulier de 
la propriété générale démontrée an n“ làO, relativement à 
la stabilité de l’é'qnilibre. On a vn (pic pour tout système de 
corps pesants la stabilité de l'iMpiiiibre n’est obtenue qn’eii 
pla(;anl le centre de gravité le plus bas possible. Le point 
d'appui de la balance étant donc choisi en O, il faut abais- 
ser, autant qn'on le peut, le centre de gravité, et, par suite, 
placer le lléaii dans la situation AOB au lien de la situa- 
tion KOC. 


Hemnrqtie fU. — Il peut arriver que les deux parties du 
fli'an de la balance ne soimii pas parfaitement égah’S et sy- 
métricpn’s , et que rexpéiimenlaleur ne connaisse pas le 
rapport exact des deux bras de levier, ou ignore même qu’il 
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y n cniio (mix iiiie fliffi-micc. Afin (in se meltie à l’iibri des 
ri reurs qui on résulteniiciit nécessairement, il faut toujours 
avoir soin de vérifier les balances dont on se sert pour la 
premiéiv lois. Ottc vérillcation est fort simple et connue 
sous le nom de Hotihle pcnee. Klle a l’avantage , non-sen- 
lemenl de mettre en ('‘vidence le défaut de l’appareil, mais 
de remédier à rerrenr. Il snftit, après avoir pi'sé le corps, 
c’est-à-diri' après l’avoir éipiilibré jiar un poids placé sur 
l'antre plateau, de remplacer le corps par le poids et vice 
Ter»». Il est clair que, si l’un des bras de levier est pins pe- 
tit que l’antre, la force qui agit sur ce bi-as doit élit* pins 
grande. Donc, après la transposition, l’eqiiilibre sera n<*ces- 
sairenient rompu, pnisipie la pins grande force se trouvem 
dès lors appliipu’-e au plus grand bras. Mais un pourra ob- 
tenir le poids exact du corps en augmentant ou diminaaot, 
selon le cas, le poids ('talon, de fai.'on à éipiilibifr eiuwe le 
corps dans cette seconde pesée. Soit () le poids du corps, 
I’ et I’’ les poids qui lui font successivement équilibre, -r et y 
les bras inconnus du levier. Lu première pesée fournit : 

l’x = Qy . 

Dans la deuxii'ine pes(*e, on ('change les bras de levier : on a 
donc 

P'y=Qj;, 

d’oil, en multipliant membre à membre, 

(3) Q = VÏ*l''; 

c’est-à-dire (|ue le poids inconnu du Corps est une moyenne 
proporlionnello entre les deux poids qui lui font snceessive- 
mcnl (tpiilibre dans l(*s deux plateaux. 

/.Il hulnncp romaine ajipeli'c simplement romaine con- 
siste en un levier dont le point de suspension n’est pas plac(' 
an milieu, mais beancunp plus près d’une extrémité que de 
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l’autre. Kn faisant agir les poids étalons sur le bras le plus 
court, on réduit la qiiutilé de ces [K»ids, l•elalivclllclll au corps 
que l’on veut peser. 

Le p«$on consiste esseulieileiiiciil eu un levier dont les 



deux branches sont à angle droit , 
ainsi que le représente lu ligure ci- 
contre. il est clair que l’équililM'C 
s’élablil loi’sipie les poids l*et(.) sont 
en raison inverse de leurs liras de 
levier kk et P>/», c’est-à-diix> en rai- 
son invei'se de l^siir^el de /coso; 
en désignant par <» l’angle AOK ei 
par L et / les iongneni's 0.\ et O II. 
On a donc 

P. L sin cp = Q. / cos g , 


Fig. 101. 


d'où [h) P. L iang^ = Q. / ; 


en sorte que l’observalion de l’angle tp permet d(> dialnire 
le rapport du poids inconnu Q an poids P qui est connu 
a priori. Ce principe est du reste le même que celui 
qui régil l’i-quilibre de la balance ordinaire ; senlnm iit 
l’angle des deux parties du lléan, que nous repi-esenlions 
pwVédemment par V, est ici (‘gai à hS", et l’angle a rem- 
placé par «5° — !p. Si l’on iniroduit, en elT(“t, ces nonvidles 
notations dans la formule (à), on retombe idemiqneinenl 
sur la formule (7\ oii l’on supposerait d’aillcni-sL = /. 

352. — Poulie, Moufle, Tour, Coin. Les eondilions 
d’équilibre s’obtiennent tonjonrs de la même manièie. Il suf- 
fit de les indiquer en quelques mots. 

Dans la poulie on voit siir-lc-cliamp que la piiis.sance doil 
être égale à la résistance ; car ces deux forces agissent le 
long d’un même lien qui s’enronh^ sur la même circonfé- 
reoce. Elles sont donc tangentes à cette même ciieonférenee 
et ont l’une et l’autre des bras de levier (‘gaux au rayon. 
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Qiiuiil ù la L-hnrgi' supportée par l’axe U\c, elle a évideni- 
1 » 

iiiciil pour oxpirssioii ^ , en appelant A le demi angle 

que forment les directions de In puissance et de In l'ésisUHice. 

I.n moufle est un système de poulies niitour desquelles 
s’enroule le même lil. ün reconnaît sans peine que, lorsque 
les diverses parties du til sont parallèles, la puissance est 
égale à la résistance divisée par le nombre des poulies. Cela 
ivisnlte de ce qu’on peut considérer la ri‘sistance comme 
soutenue par autant de forces é'gales et pnrnilèles qu’il y n 
de cordons qui vont directement d’une poulie n l’autre. 

Dans le four ou treuil, les forces doivent être en riisoii 
inverse des rayons à l’extréniité desquels elles agissent pour 
faire tourner l’appareil autour de son axe. Car les éléments 
parcourus par les points d’application sont précisément pro- 
|M)rtionnels n c< s rayons. C’est aussi ce qui résulte de la 
condition d’équilibre trouvée au n" 2‘iS pour la rotation d’un 
solide quelconque aulourd’un axe fixe, condition qui consiste, 
comme on sait, en ce que les moments des forces doivent 
être égaux et de seus contraires. 

Dans le coin, les résistances sont au nombre de deux, 
agissant normalement aux cdtés du coin. La puissance qui 
agit sur la tète est dans un rappoi't très-simple avec chacune 
des résistances. Ce rapport est le même que celui de la sut'- 
face de 1a tête avec la surface des côtés. 

3.53. — / i4t, Pre»»e hydraulique. Dans la vi$, la puis- 
sance agit à l’extrinnité d’un bras de levier per|>eiidiculaii‘e 
à l’axe, et suivant la tangente à la circoufcrence décrite par 
le point d’application. La résistance agit au contraire dans 
le sens de l’axe. 

l’our l’une et l’autre de ces deux forces, le chemin par- 
couru se confond avec la direction même de la force, en sorte 
que les cosinus des angles sont égaux à riinité, et que la re- 
lation générale d’équilibre se réduit à . • • 
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ds' 

<ls 


Ainsi Ir puissanu! est à lu résistance dans le rapport inverse 
des éléments décrits par les points d’application. 

.Si les forces sont constantes, leur rapport sera aussi bien 
égal à celui des longueurs parcourues pendant iin temps 
quelconque, (pi’ati rapport des longnenrs parcoiirnes pendant 
un temps inliniment petit, ün peut donc considérer les arcs 
décrits pendant un tour entier de la puissance. La compa- 
raison devient ainsi plus iieitc pour l’esprit ; car, pendant un 
tour entier, la puissance dé-crit une longueur (’-gale à celle 
d’une circonférence ayant pour rayon son bras de levier, 
c’est-à-dire SaK, en désignant i)ar II <‘e bras. Quant au che- 
min parcouru par la résistance, il est évideninient égal à 
renfoncement de la vis qui correspond à un tour de spire 
du filet, on à cc ([ii’on nomme le de la vis. .Si nous le 
représentons par A, on aura pour la relation d’équilibi c : 


{>) 


<) 


2 t: Il ■ 


ürdinairement le pas de la vis est donné par l'inclinaison du 
filet sur l’axe. En soile (|ue, t désignant cette inclinaison et r 
le rayon delà vis, l’on a h — lr.r. tang i. Cette ('-quation résulte 
immédiatement de la construction d’un triangle dans le(|uel 
la longueur rectifiée d’une spire entière représente un des 
côtés, et le pas de la vis l’autre c('>lé ; l’angle i est précisé- 
ment celui qui est opposé à cc dernier cote'-. Si donc nous 
remplaçons, dans l’équation (1), la quantité A par sa valeur 
ît:»-. tang », nous oliliendrons pour la rclalion de(|uilibre : 


77 


/■liillgi 

~ir ' 


l’ = Q ïï’ ^"8'’’ 


ce qui nous prouve qu’on pourra vaincre une résistance Q 
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a^ec une puissunee P aussi petite (|u'on le vuiidta, pourvu 
qu'on diminue convenubleinent rinclinaison du ület de la 
vis sur son axe , ou qu'on augmente le bras de levier de la 
puissance. 

Urdinaireineiu ce dernier bras de levier est limité par les 
exigences d(( la pratique, qui ne permettent pas de sollicilcr 
la vis au moyen de tiges trop longues. Alors il snllira de lé- 
duirc », c’est-à-dire le pas de la vis, dans certaines limites, 
et on sera toujours assnr(‘ de venir à bout de la r(''sistauce. 

I.a prette Injdruuliiiuc se cuiiipose essentiellement de 
deux vases communiquants, remplis de liquides, et reriiiés à 
leur surface supérieure par deux pistons mobiles, en contact 
avec le liquide, et paiTaitement étanches. Dans ce cas encore, 
les cosinus formés par,les directions des forces avec les che- 
mins parcourus sont égaux à l'unité, parce que les points 
d'application se meuvent précisément le long des directions 
des forces. La relation d'équilibre se n'-duil donc , comme 
plus haut, à 

P_ _ 

O ~ dl ' 

ce <pii sigiiitie (|ue ht pinssance est à la ri’-sistauce en raison 
inverse des longueurs que parcourent les pistons sur les- 
quels elles agissent, ür, en vertu de rimompressibilité du 
fluide, le volume engendré par l'un des pistons est exacte- 
ment égal au volume engendré par l'autre. Par conséiiuent, 
si l'on désigne par A l'aire du piston sollicité par la puis- 
sance P, et par B Paire du piston sollicité par la résistance 
Q, on doit avoir 

A ds = B ds , d’où '^ = ^ . 

’ ds B 


De là, on déduit ; 
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il — 

Q ~ B ’ 

CP <|ui nous niuiilrc que la piiissancr cl la l'psisiaix-c sont 
rntic elles dans le iiicmc rapport que les surfaces des pis- 
tons respectifs. * 

Ainsi, en diminuant convenablement la surface du piston 
ou la seclion du vase oii a^it la puissanci*, on peut vciiii' à 
Imiit d’une résislance aussi "raude (pi’on le voudra. 

— /te/nfirqiie générale »ur lex maelihicx prévé- 
flenfex. Si l’on jetle un coup d’ieil sur les divers appaivils 
que nous venons d’examiner, ou reeonuailra qui-, eonform»;- 
nienl à ce qui a été énoncé au n" 3^i6, la relation d’équi- 
libre est toujours exprimée algébriqueineul par réqualion 

I’ dj'cos (O, (W) 

Q . ds ci/S (!’, ds ) ’ 

ou bien 

il — 'ii 

(i~ dp ' 

eu repri'-seulant par dp et dg les projections, sur les direc- 
tions mêmes des forces , des longueurs parcourues par les 
points d'application. 

Or, si nous coucevous un levier dont les deux bras soient 
représentés par a et A, et que nous appliquions normale- 
nieiit à ces bras les forces P et (), la relation d'équilibre de 
ce li-vier sera 


il— t 

0 ~ o • 

Pour que cette éi|iialioii devienne identique à la piécédente, 
il suflit qu’on ait 
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■ 

n dp ' 

OU que le rapport de ces deu\ bras de levier soit égal à celui 
des «‘spaces élémentaires parcourus. 

Si donc on construit un levier dont les bras satisfassent ù 
celte condition, la relui ion d'ik|iiililire de ce levier sera la 
même que celle de la niucbine. 

I)«; la on lire celle cunsiiquenct* remarquable : que luut 
système à liaisons complètes, sollicité par une puissance et 
par une résistance, est i>qnivalcnt à un levier rectangulaire 
dont les bras sont établis dans le même rapport que les pro- 
jeclions des espaces élémentaires parcourus jvar les points 
d’application des forces du système. 

On voit en même temps que si, pendant tout le cours du 
mouvement, les projections dont il s’agit conservent un rap- 
port constant, le levier représentera le système à toute épo- 
que du mouvement, et (pie si au contraire ce rapport vient 
à varb;r, le levier cessera de représenter le système. 

Four que l’assimilation piit ètrccontinm-e, il faudrait que 
le lapporl des bras du levier variât, d’une manière conli- 
nue, comme le lapporl des projections des espaces parcou- 
rus dans la machine. Mais au lieu de faire varier le rappoi t 
de ces bras, il revient au même de faire varier les inclinai- 
sons des forces qui les soliicilcnt. De la sorte , on pourra 
toujours faire que l’éqiiaiion du levier soit identique à celle 
de la machine. 

D’où suit ce lln*orème tout à fait gi'méral : Qu’une machine 
quelconque, solliciti-e par une puissance et par une résis- 
tance, est (-quivalenle à un levier df'-lei-miné , dont la puis- 
sance et la résistance s’inclineraient convenablement sur 
leurs bras r(“S|)eclifs. 

('.elle remanpie met en (‘\idenee le motif qui a do porler 
II. i» 


Digitized by Google 


klU LIVM VII. — P*0BLI:ME8 spéciaux. 

les géomètres, d tns les qneslions de machines simples, a se 
placer toiijoiii*s an point de vue du levier hii-méme , et par 
snite à i^ifier la science en se renfermant dans cet ordre 
d’idées. 


FIN DE LA MÉCANiqUE SPÉCIALE. 
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MÉCANIQUE RATIONNELLE. 


355. — Peu de sciences ofTrem ü un degré aussi éininent 
que la mécanique rationnelle ce caractère d’unité, cl, si je 
puis ainsi parler, de cohésion qui plaît à l’esprit. Les véri- 
tés diverses qn’on y expose sont tellement liées aux lois 
roiidamentalcs, qn’il n’est pas difflcile d’en saisir la filiation 
directe, et souvent même de reconnaUre qu’elles ne sont que 
l’expression, sous une forme peu difféiTnte, de ces lois fon- 
damentales elles-mêmes. 

Cesl ainsi que les théorèmes sur la conservation de la 

». 
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quantité de mouvement et sur la a-ansItHfen m^tme dn 
centre de gravite, dans les systèmes sollicités seulement pw 
leurs forces intérieures, ne se distinguent pas de la loi nt' 
turelle de rcat lion, combinée avec la loi d'inertie. En eflet, 
la présence de forces intérieures réciproques revient à u’a- 
voir, suivant une direction quelconque, que des compo- 
santes motrices égales deux à deux et de sens opposés ; par 
suite les quantités de mouvement qu'elles peuvent imprimer 
sont aussi égales deux à deux et de signes contraires, ce qui 
ne doit pas en altérer la somme algébrique. Quant au 
centre de gravité, il est bien visible, d'après la détinition 
qu’on en a donnée, qu'il est le centre du moyen mouvement 
envisagé suivant trois directions; car l'on n'a qu'à différen- 
tier âepx fqfs par rapport au temps les coordonnées qui re- 
présèiitéih éa distancé à trois plans rectangulaire^, et l’on 
‘ exprime ainsi que la masse totale du système possède un 
mouvement moyen entre les mouvements de tous les points 
matériels. Or, les forces réciproques laissent nécessaire- 
ment subsister la valeur moyenne dont il s’agit, puisque leurs 
‘^ëfl'ets se neutralisent deux à deux dans la somme algébrique 
qu’on en peut former. - ^ 

De même, encore, la conservation des aires se rattache 
tout aussi directement aux lois générales ; car, ces aires n'é- 
âmt qne fexpression des moments des forces instantanées, 
capables de communiquer au syslèinc le mouvement qu’il 
effectivement, on reconnaît aiissiiùt que les foives 
^réçipfdiines ne doivent|pàs niodifier les aires décrites dans 
mêmétemps, puisque les moments que donnent ces forces 
à deux SC détruisent cxaclcmciil, comme ayant même 
traje^ UOpiériqifc et des actions de sens cunti'uires. 

'."mus iuÿ^ster t^antage sur ix- genre de rapprochements, 
' exemples qui pi écèdeiil, de l’c- 

'nioitë' dépendant dés ^ncipaux lliéorèmes de la méctini- 
que avec les bases piemièirs.de celle science. Eu sorte que 
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iitlei'iiiedi;iii'e& par Ies4|ucl6 ou pubRO pour à I elu- 

blisbc'inunl des vérités secondaires devieiiiieiit bientôt inu- 
tiles et n’ajoutent plus rien à lu connaissance des principes 
eux-inèines. 

tn ce qui conccriie la niétliude de déductions, ou, pour 
parler plus nigébriqueuient, la mixe en équationt des pro- 
blêmes, les procédés adoptés présentent lu plus {'i-ande uui- 
torimlé. La théorie du point matériel et des systèmes géné- 
raux est éditiée au moyen d'une seule proposition, toujours 
la même, qui consiste en ce que lu toi ce est égale à la masse 
multipliée par l’accélération. Cette relation eutie les divere 
éléments du phénomène mécanique a lieu, comme ou sait, 
non-seulement pour le mouvement rectiligne, mais aussi 
pour lu projection, suivant toute direction, d'uii mouvenieut 
quelconque. Ainsi, c’est eu exprimant (|uc suivant chacun 
des trois axes rectangulaires la force, dans le mouvement 
projeté, est égale au produit de la masse par l’accélération, 
(|n’on établit toute lu mécanique du point matériel unique, et 
qu'on arrive ensuite aux grandes propriétés des systèmes 
généraux. La marche demeure encore la même lorsqu'on 
traite des solides, abstraction faite de la conception des 
couples, et lorsqu’un pose les équations fondamentales de 
réi|uilibre et du mouvement des Iluides. 

On ne doit donc éprouver aucune dilliculté analytique à 
aborder nue (|uestiun quelcumpie de mécanique, et la mise 
en é(|uatiuns est toute tracer d'avance. S'il s’agit d’un seul 
|ioint matériel ou d'un corps qu’on veut traiter comme tel, il 
siillit, avons-nous dit, d'exprimer que suivant chaque axe de 
cuurdunuées la relation fondamentale se véritie entre la 
masse, l'uccelération et la force cpii sollicite le mobile. S’il 
s’agit d'un corps solide, on ne remonte plus jusqu’à cette 
pi'upositiuu primitive : on emprunte immédiatement les six 
équations connues (|ui concernent ce genre de systèmes, et 
<pii ne sont (|ue la conséquence algébrique des équations 
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qu’on éinbliraii |M)ui’ cli.tqiie point iiidivitliiel, traité comins 
un point inutériol nni(|uc. 

Lorsqu’on a niïairc à nu système à liaisons romplètes, on 
ne remonte pas duvantuge aux relations premières, et l'un sc 
sert direelement de l’équation des forces vives, qni sulHt, 
dans ce cas, à résoudre le problème. 

Quant aux fluides, il est asso/. rare qu’on se propose à leur 
sujet (les questions rationnelles pures, aulr(*s qne celles qni 
figuivnt dans l’exposition générale ellf^im'inc. La Ihi'orie 
est trop imparfaite pour(|u’on ne doive pas pivférer pres- 
que toujours de les traiter par voie d'expériences directes. 

La véritable dillieulté d’un problème de mécanique réside 
dans r('*va Ilia lion exacte des (dimienls dont il faut tenir 
compte dans le calcul, ou, comme nous l'avons dit an eom- 
meiicenieiit de cet ouvrage, dtitm le pa»*age du eoucre! à 
l'abnfrait. .Mais ce genre d’obstacles aux solutions efl'ec- 
tives ne peut pas être imputé à la mécanique rationnelle 
proprenient dite, qui a pour unique but d’exposer l’en- 
semble des procédés à l’aide desquels les éléments d’une 
question quelcoii(|uc sont iraitiis matlu'matiqntunent. Cest 
justement l.i ce qui fait la complète rigueur de cette partie 
de la science : car elle n’a jamais à sc prtmcciipcr de la va- 
leur plus ou moins exacte attribuée aux forces, aux masses 
et aux vitesses qu’elle considère. La ix'sponsabilitc des er- 
reurs revient tout entière à celte autre partie qui s’occupe de 
l’évaluation préliminaire dont nous parlons. C’est donc dans 
la mccaniqiic appliqiuH? qu’il (.*onvieiit de sc façonner l’es- 
prit à ce genre de recherches, sans lesquelles la mécanique 
rationnelle demcurei'ait sans ivsiillat utile. 

Mais (;c que nous tenons à faire ressortir, c’est que la imi- 
cnniqiie rationnelle constitue un ensemble logique des plus 
salisfaisanis, au double point de v ne de sa méthode et de s<‘s 
ivsiillats. Ca.* caractère disparaît natiiixdlement dans la mé- 
canique appliquée qui n’est, eu ixùdilé, qu’un vaste ri'per^ 


